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Vorw^ort. 



Der Satz, daß jede primitive, binäre quadratische Form, deren 
Diskriminante D keine Qnadratzahl ist (nnd die für negatives D 
positiv ist) unendlich viele Primzahlen darstellt, ist zuerst von 
Dirichlet aufgestellt worden, der auch bereits die Grundgedanken 
für den Beweis gegeben hat und im Besitze aller erforderlichen 
Hälfsmittel war '). Vollständig ausgeführt wurde der Beweis zu- 
erst von E. Schering ^>, der den Satz über die quadratischen Formen 
auf den bereits von Dirichlet bewiesenen entsprechenden Satz über 
die arithmetische Reihe znrückfdhrte. Dabei gebrauchte er als 
wesentliches Hälfsmittel den Satz, daß jede Klasse des Hauptge- 
scblechts durch Duplikation einer Klasse gebildet werden kann. 
Dieser war von Gauß bewiesen worden als ein Ergebnis seiner 
Theorie der ternären quadratischen Formen"). 

Schering verÜfFentlichte seinen Beweis nicht*). 

Ein andrer Beweis wurde (natürlich unabhängig von dem 
Scheringschen) vonfleinrichWeber erbracht*), der eineTrans- 
formations-Fprmel aus der Theorie der Theta-Funktionen zu Hülfe 
nahm. Feriier warde von Weber*) der Satz über die qoadra- 



_, I) Vgl. Akad. Bericht „Über eine Eigenschaft A. quadr. Formen", Gea. Werke, 
Bd. I, S. 497 u, folg., 1840 und „Recberches sur diveraes applicatioos de l'ana- 
lyse infinitdsimalQ ä la th^orie des nombres", Crellea Journal, Bd. 19 u. 21, Gea. 
Werke, Bd. I, S. 411 u. folg., 1839—40. ■ 

2) „Beweis dea Dirichletschen Satzes . . .", Ges. Werke, Bd. II, 1856. 

8) Disq. arithm. Art. 286—87, 1801. 

4) Seine Abhandlung wurde erst bei der Herausgabe seiner Werke im 
NacfalaB gefunden. 

6) „Beweis dea Satzes, dasa. . . .", Math. Annalen, Bd. 20, 1882. 

6) „Über Zahlengruppen in algebraischen Eürpern", Math. Ännalen, Bd. 
48 und 49, 1B97. 
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VI 

ÜBctien IB'ormen in Beziehnng gebracht za einetn allgemeineren Satz 
über Idealgrappen *). 

Die Weber sehen Resultate haben eine wesentliche Verschär- 
fung erfahren in einer Abhandlang von Herrn Landau, der fol- 
genden Satz bewiesen hat ') : 

Es sei .eine Idealgrappe in einetn algebraischen Körper, 
welche entweder alle ganzen Ideale des Körpers enthält oder alle 
diejenigen ganzen Ideale, die zu endlich vielen Primidealen teiler- 
fremd sind. 0' sei eine Zahlgruppe des Körpers derart, daß EO' 
eine in enthaltene Gruppe von Hanptidealen ist, wobei E die 
Gruppe der (funktionalen) Einheiten bedeutet. Die Anzahl der 
Klassen, in die nach dem Modul EO' zerfällt, sei endlich {gleich 
h). Für jedes Ideal m ans sei die Anzahl der in EO' enthal- 
tenen, durch m teilbaren ganzen Kaaptideale, deren Korm < x ist, 
gleich 



wobei N (m) die Norm von ni, k den Grad des algebraischen Kör- 
pers bedeutet und g nur von und 0' abhängt*). Ferner sei 

die über alle Primideale in EO' erstreckte Summe S -jt-/— r 

divergent. Dann ist die Anzahl der in einer Klasse enthaltenen 
Primideale, deren Norm £« ist, gleich 



hi ] 
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wo c eine positive Konstante bedeutet'). 

Aus diesem Satz folgt gemäß den Weberschen Überlegungen, 
insbesondere unter Berücksichtigung des Zasammenhanges zwischen 
den Klassen primitiver quadratischer Formen der Diskriminante 

1) Unter einer Ide&lgruppe versteht Weber eia System \oü (gauaeu oder 
gebrochenen) Idealen eines algebraischen Körpers von der Art, daß das Pi'odukt 
und der Quotient zweier Ideale des Systems wieder dem System angehört. ' — ~ 

2} „Über die Verteilung d. Primideale in den Idealklassen eines alge- 
braiscben Zahlkürpera", Math. Annalea, Bd. 63, 1907. — Die Formulierung des 
Satzes ist im Anschluß an Webers Bezeichnungs weise gewählt. 

S) Nach der von Herrn Landau angewandten Bezeichnung bedeutet die 
Gleichung f(x} — 0(ff(x)), daß zwei positive Konstanten A,B existieren von der 
Art, daß für a; ;> S 

[fmi-^A.gix) ist. 

4) Weber beweist unter den gleichen Voraussetzungen, daß jede Klasse un- 
endlich viele Primideale enthält. 
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VII 

D und den Idealklassen des Körpers £l(\fD) — (ß bedeutet deu 
natürlicbeii Zahlkörper) — , daß für die Anzahl der durdi eine 
quadratische Form der Diskriminante D daratellbaren Primzahlen 
< X ein Ausdruck von gleicher Art wie der ehen angegebene be- 
steht. 

Auf dem "Wege von dem Birichletsclien Satz zu der von 
Herrn Landau gefnndenen Abschätzuäg liegen die Resultate von 
F. Merteuß und Ch. J. de la ValUe Poussin. 

Zuerst') bewies Hertens (bereits vor dem Erscheinen der erst- 
genannten Abhandlung von Weber) für den speciellen Fall einer 
negativen regolären^) Diskriminante, daß die über alle in einer 
bestimmten Formen -Klasse darstellbaren Primzahlen erstreckte 
Summe 

ist, wobei A, gleich dem Zweifachen der Klassenzahl A oder gleich k 
selbst ist, je nachdem die betreffende Klasse zweiseitig ist oder 
nicht, und € eine von der Klasse abhängige Größe bedeutet. 

(Die Divergenz von S' — ergibt sich auch ans denDirich- 

1 et sehen und "Web ersehen Methoden; von dieser vrird erst auf 
' die TTnendlichkeit der Anzahl der in einer Klasse darstellbaren 
Primzahlen geschlossen.) 

In zwei späteren Abbandlungen ^) gelangt er zu dem Ergebnis, 
daß fUr beliebige (natürlich nicht-quadratische) Diskriminanten die 

Summe V' - ^^ , erstreckt über alle in einer Klasse darstell- 

p'^iC P 

baren Primzahlen, gleich 

K 

ist, (In dieser Abschätzung ist das frühere Resultat enthalten.) 
De la Vall^e Foussin beweist*) durch Anwendung höherer 

1) „Über einige aajnip totische Gesetze d. Zahle ntbeorie", Absch. III, Grelles 
Journal, Bd. 77, S. 294—312, 1874. 

2) „Regulär" heißen nach G au Q die Oiskriminaaten, irtr welche die Grappe 
der Elasseo in Hauptgescblecht cykliscb ist, 

3) Sitzungsberichte der nath. nat. Klasse der Kaiserlichen Akademie der 
Wissensch. zu Wien, Abt. II»: „Über Dirichtetsche Reihen", Bd. 104, 1895 und 
„Über einen Satz »on Diricblet", Bd. 109, 1900. 

i) „ßecherches analj'tiquBs sur la th^orie des nombres premiers", troisi&me 
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fanbUoneiitheoretisclierHülfsmittel, daß die Änzabl der durcb eine 
primitive Form der Diskriminante B darstellbaren Primzahlen 
^x gleich 
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ist, wobei Km B{x) = ist')- 
x = oo 
Dieses Resaltat reicht weiter als das von Uertens; dafür wird 
der Mertenssche Beweis elementarer (ohne Anwendting der kom- 
plexen Funktionentheorie) geführt. Es wird darin wesentlich die 
Tatsache benutzt, daß die reellen Klassen-Charaktere sämtlich Ge- 
schlechtschEiraktere sind, die wiederum mit gewissen Zahlcharak- 
teren (modulo D) übereinstimmen. Diese Tatsache beruht auf dem 
bereits erwähnten G-anßschen Satz (dessen Anwendung übrigens 
bei de la Vall^e Foussin vermieden wird). Dieser Satz ist näm- 
lich auf Grund einer (ebenfalls von G a u ß bewiesenen ^)) oberen 
Abschätzung für die Anzahl der zweiseitigen Klassen äquivalent 
mit dem Satz, daß zu jedem Gesamteharakter mindestens eine 
Formen-Klasse gehört. Daß Gauß diesen nicht direkt beweisen 
konnte, lag daran, daß er nicht im Besitze des (Dirichletschen) 
Satzes von der arithmetischen Reihe war, welcher ein ganz ein- 
faches Beweisverfahren liefert. Auch ohne explicite den Satz von 
der arithmetischen Reihe zu benutzen, kann man durch Anwendung 
der von Dirichlet begründeten analytischen Methoden den 
Beweis führen. Einen Beweis dieser Art hat Dirichlet selbst ge- 
geben'), nnd in ähnlicher Richtung liegt eine Beweiamethode von 
L. Kronecker*). Daß sich auch ohne Verwendung analytischer 
Hülfsmittel der Gaaßsche Beweis vereinfachen läßt, hat zuerst 



et quatri^me partim, Anaales de la sociät^ Bcientifique de Bruiellei, Bd. 20 u. 21, 

1896—97. 

1) Daß de la Yalläe PouBsin bei den quadratiacben Formea zv einnr viel 
weniger acharfen Restabechätzung gelangt als in der Tbeorie der arilhmetiscuff?»^ 
Reihen (vgl. Herrn Landaus „Handbuch d, Lehre von d. Verl. d. Primz." Bd. II, 
S. 899), liegt daran, daS ea bisher noch nicht gelungen ist, das Nichtverscbwinden 
der zu den Klassencharakteren k gehörigen Funktionen L(s,fc) (nach de la Vall^e 
P o u s B i n e Bezeichnung) linha von der imaginären Achse zu beweisen. (In der 
Encyclopädie des sciencea Math, pures et appl., Tome I, vol. 3, F&sc. 4, S. 333 
wird irrtümlich de la Vall^e Poussin ein Beweis bierfür zugeschrieben.) 

2) Disq. arilhm. Art. 257—59, vgl. auch 261. 

3) „Becberches siir diverses applicationa. . . .", Ges. Werke, Bd. 1, S. 456-60. 

4) „Üb. d. Gebrauch d. Dirichletschen Methoden . . .", Monataber. d. kg). 
PreuB. Äk. d. Wiasenscb. zu Berlin, 1864. 
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F. 'Arndt gezeigt'), der ans der Theorie der ternären Formen 
nur einen von Lagrange*) und Legendre*) bewiesenen Satz 
über die Lösbarkeit der Gleichung *' — ay' — J«' ^ (in ganzen 
x,y,ti) zn Hülfe nahm. Soin Beweis bezieht sich jedoch nar auf 
den Fall, daß I> eine Fundamental-Diskriminante ist. Den allge- 
meinen Fall haben nach der Ämdtschen Methode Dedekind*) 
und Hertens*) behandelt. Schließlich haben de la Yall^e 
Poussin*) undMertens') anch den genannten Lagrangeschen 
Hülfssatz entbehrlich gemacht durch ein elementares Induktions- 
verfahren, (Der Beweis ist bei Mertens etwas einfacher, setzt 
aber die Giaußsche Abschätzung für die Anzahl der zweiseitigen 
Klassen voraus, welche von de la Vall^e Ponssin nicht benutzt 
wird.) Diese arithmetischen Beweise liefern jedoch nur dann eine 
wesentliche Vereinfachung, wenn entweder der Satz von der arith- 
metischen Progression nicht vorausgesetzt werden darf oder wenn 
es darauf ankommt, die Einführung der Geschlechts-Charaktere zu 
vermeiden. (Dies ist nämlich bei den arithmetischen Beweisen da- 
durch müglich, daß man die im Hauptgeschlecht darstellbaren, zn 
D teÜerfremden (positiven) Zahlen n durch die Eigenschaften defi- 
niert, daß (w,i)) = 1, D quadratischer Rest modulo 4n und in 
quadratischer Rest modulo D ist.) — 

Im Folgenden soll nun zuerst der Beweis der von Herrn 
Landau gefundenen Abschätzung für die Anzahl der durch eine 
primitive quadratische Form darstellbaren Primzahlen ^x, wie 
er sich gemäß der allgemeinen Theorie auf möglichst elementarem 
Wege ergibt, im Zusammenhange dargestellt werden. Danach soll 
von den Primzahlen zu beliebigen positiven, ganzen Zahlen über- 
gegangen und der (bisher noch nicht bekannte) Satz bewiesen 
werden, daß durch jede Formen-Klasse asymptotisch gleich viele 



1) „t)ber die Anzahl der Genera der quadr. Formen", Crelles Journal, Bd. 
66, X85». 

3) „Sur la Solution des probl^mes ind^termin^s du second degr^", Abhaad- 
luDgen der Beiliner Akad., 1767. 

3) aTb^orie des notabres", Bd. I, erster Hauptteil, g 3—4 (dritte Aufl.) 
(in d. Übers, von Maser (1886) Seite 32—49). 

4) Dirichlet-Dedekiod „Vorlesungen üb. Zohlentbeorie", § 156—68 
(vierte Anfl. 1894). 

6) „Cber die Komposition der binären quodr. Formen", Sitzungsberichte d. 
Wiener Akademie, Abt. U», Bd. 104, 189B. 

6) „Recherches aritbmdtiques aur la composition des formes binaires quadr.", 
M^moires conronn^s et antres m^moires pabliäa par l'Acad. royale de Belgique, 
Bd. 63, 1896. 

"0 „Ein Beweis des Satzes, . . .", Crelles Journal, Bd. 129, 1905. 
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Zahlen darstellbar sind, nnd zwar sowohl dann, wenn man eich 
auf eigeniliche Darstellungen beschränkt, wie auch, wenn man un- 
eigentliche Darstellungen zuläßt. 

Als bekannt vorausgesetzt werden') sollen dabei 

1) Einige elementare Sätze über quadratische Formen and die 
Sätze über die Lösung der Pellschen Gleichung*). 

2) Die Fun dam entals ätze über Abelsche Gruppen*). 

3) Einige Sätze aus der analytischen Zahlentheorie*). 

1) Das heiBt, die betreffendeu Sätze werden nur formuliert, aber uicht be- 
wiesen. 

2) Siebe K. B. J. de Sdguier „Formes quadratiques et multipHcatioo com- 
plexe" (Berlin 1894), wo im AnachlnB an Eronecker die Sezeicbouug des mitt- 
leceu Eoerficienten durcb b gtait durch 2b (wie bei GauS) aagewandt wird, die 
aucb ia der folgeudeu Darstellung benutzt werden soll. In den meisten Qbrigeu 
DaretelluDgeii, n. B. Bacbmann „Die Kiemente der ZahlentLeorie" (Leipzig 
1892), Matbaws „Tbeory of numbers", Part 1 (1892), findet sieb die alte he- 
zeicbnuugB weise. 

3) Diese fiadeosicb z.B. dargestellt in H. Webers „Lebrbucb d. Algebra", 
Bd, II, § 11—15 (Braunschweig 1899, zweite Auflage). 

4) Diese kommen in Herrn Landaus „Handbuch der Lehre von d. Veriei- 
Iui% d- Frimzablen" vor, tiud die betreffenden Stellen werden nachher genau citietl. 
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I. Teil. 

Von den durch eine quadratische Form darstellbaren 
Primzahlen. 

Einleitung. 

Unter einer primitiven, binären c|aadratischen Form der Dis- 
kriminante D verstellt man eine Porm: 

f(x,y) = (a,b,c) = a3^ + bxy + cy\ 
in der a, b, e ganze ZaUen sind , die keinen gemeinsamen Teiler 
besitzen and darck die Beziehung 

verbunden sind. Damit J) eine Diskriminante sein kann, maß D 
quadratischer liest modalo 4 sein; das heißt, es ist entweder: 
D = Q (mod 4) 
oder: D = 1 (mod 4). 

Genügt nmgekehrt eine Zahl J) einer dieser beiden Kongru- 
enzen, so gibt es zwei Zahlen b, c, für- welche b* — D = 4c ist. 
D ist dann also die Diskriminante einer Form (1, &, c). 

Es soll bei den betrachteten Formen (a, h, c) stets voransge- 
setzt werden, daß ihre Diskriminante D keine Quadratzahl ist. 
(Diese Forderong ist gleichbedeutend mit der, daß die quadratische 
Form nicht in zwei Linearfaktoren mit ganzzahligen Xoefficienten 
zerlegbar sein soll.) 

Eine ganze Zahl n heißt durch eine quadratische Form f{x, y) 
darstellbar, wenn es ein ganzzahliges Wertepaar a, ß gibt, für das 

fiu,ß) = n 
ist. 

Eine Darstellung » ^ f{a,ß) heißt eine eigentliche, wenn 
a zu ^ teilerfremd ist (wofür wir kurz (a, ß) = 1 schreiben, indem 
wir allgemein mit (a,ß) den größten gemeinsamen Teiler zweier 

1 
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Zahlen a,ß bezeichnen). Es isi ersichtlicli , daß die Darstellung 
einer qnadratfreien Zahl stets eigentlich ist. 

Die Formen der Diskriminante 7> zerfallen in endlich viele') 
£lassen, die dadorch bestimmt sind, daß je zwei Formen der- 
selben Klasse äquivalent sind (das heißt: durch eine lineare 
Snbstltntion' der Determinante 1 in einander übergeführt werden 
können), während je zwei Formen ans verschiedenen Klassen nicht 
äc|nivalent sind. 

Zwei Formen, die sich nnr dorch das Vorzeichen des mittlereii 
Koefficienten nnterscheiden, heißen entgegengesetzt. Die zu 
den Formen einer Klasse entgegengesetzten Formen bilden wiederum 
eine Formen-Klasse, welche za der ersten entgegengesetzt beißt. 
Eine Klasse, die mit ihrer entgegengesetzten Klasse übereinstimmt, 
heißt zweiseitig (ambige Klasse). 

Die primitiven Formen negativer Diskriminante nnter- 
scheiden sich von denen positiver Diskriminante dadurch, daß 
jede von ihnen entweder nur positive oder nur negative Zahlen ') 
darstellt, während jede Form positiver Diskriminante Zahlen von 
beiderlei Vorzeichen darstellt. Demnach ergibt sich bei negativer 
Diskriminante eine Einteilung der Formen nach dem Vorzeichen 
der dorch sie darstellbaren Zahlen in „positive" nnd „negative" 
Formen. Da der erste and dritte Koefficient einer quadratischen 
Form zu den durch sie darstellbaren Zahlen gehört, so ist eine 
Form negativer Diskriminante als positiv oder negativ durch das 
Vorzeichen ihrer äußeren Koefficienten gekennzeichnet. Da femer 
äquivalente Formen dieselben Zahlen darstellen, so folgt, daß (für 
eine negative Diskriminante) die Formen einer Klasse entweder alle 
positiv oder aUe negativ sind. Für unsere Untersuchang, die sich 
nur auf die Darstellung positiver Zahlen durch q^nadratische For- 
men bezieht, können wir die Klassen negativer Formen ausschalten. 

Zur Vermeidung unnötiger Wiederholungen der einschrän- 
kenden Bedingungen, die wir den zu betrachtenden Formen auf- 
erlegen, soll im folgenden knrz „Form" oder „q^aadratische Form" 
gesagt werden, wo primitive, binäre qnadratische Formen einer 
nicht-quadratischen Diskriminante J), und zwar bei negativem Z> 
positive Formen gemeint sind. 

Auf Grund der gegebenen Erklärungen läßt sich der Satz, 
dessen Beweis den Inhalt dieses ersten Teils bilden soU, folgender- 
maßen formulieren: 



1) Dies soll bier als bekannt Torauegesetzt werden. 

2) Abgesehen von der Zahl 0. 
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Die Anzalil der Primzahlen, welche eine posiUve obere Grenze 
X nicht überschreiten und dnrch eine Form (o, h, c) darstellbar sind, 
ist gleich: 



\r^M--''""\ 



worin Aj entweder gleich dem doppelten der Klassen -Anzahl h 
oder gleich dieser selbst zu setzen ist, je nachdem {a,h,c) einer 
zweiseitigen Klasse angehört oder nicht*). 

Beim Beweise genügt es offenbar, für die Anzahl der zu D 
teilerfremden darstellbaren Primz^en die angegebene Ab- 
. schätz ang als gültig nachzuweisen, da die Anzahl der in D aaf- 

gehenden Primzahlen endlich, also gewiß gleich 0\a:.c j ist. 

§ 1. Die Komposition der binären quadratischen Formen. 

Über die Darstellong von Zahlen durch Formen der Diskri- 
minante D gilt folgender elementare Satz: 

Eine positive Zahl k kann nur dann durch eine Form der 
Diskriminante D eigentlich dargestellt werden, wenn D quadra- 
tischer B.est modulo 4Jc ist. Ist {k, D) = 1, so ist diese Bedingung 
auch hinreichend. 

Für die Darstellbarkeit einer Zahl h durch eine bestimmte 
Form gibt es keine einfache Bedingung; man kann aber die Tat- 
sache der Darstellbarkeit von fi unter einen andern Gresichtspunkt 
bringen. Es besteht nämlich der Satz: 

k ist dann nnd nor dann dnrch (a, b, c) eigentlich darstellbar, 
wenn (a, h, c) einer Form mit dem ersten Koefficienten k äquivalent 
ist. Erfüllt (a,h,c) diese Bedingung, so wird sie offenbar auch 
von jeder zn («, b, c) äquivalenten Form erfüllt. 

Wird daher k durch eine Form einer Klasse K eigentlich dar- 
gestellt, so wird sie durch alle Formen dieser Klasse eigentlich 
dargestellt ; man sagt dann : h ist durch die Klasse K (oder : in 
der Klasse K) eigentlich darstellbar. 

(Im folgenden soll unter , Darstellbarkeit" stets eigent- 
liche Darstellbarkeit verstanden werden.) 

Es entsteht nun die Frage, wie sich die Zahlen, die überhaupt 
durch Formen der Diskriminante D darstellbar sind, hinsichtlich 
ihrer Darstellbarkeit auf die Formen-Klassen verteilen. Für die 

1) Über die BedeutuDg des Zeichens 0(f(sc)} vergleiche man die Anmerkung 
im Vorwort. 



D,gH,zed.yGOOgIe 



_ 4 — 

ITutersnchnng dieser Frage ist vor allem die von ftauß begrün- 
dete Lehre von der Komposition der Klassen wesentlich. 

, Unter der Komposition der Klassen versteht man ein be- 
stimmtes Verfahren, nach welchem je zwei Formen-Klassen eine 
dritte zugeordnet wird. 

Zur Erklärang dieses Verfahrens soll znnächst die „Kompo- 
sition der Formen"*) definiert werden. Es seien zwei Formen 
/", = («, , ft, , c,), /", = (a, , ft, , c,) der Diskriminante D so beschaffen, 

daß a,, a,, ' ' keinen gemeinsamen Teiler besitzen'). (Zwei 

Formen, welche in dieser Beziehung stehen, sollen „einhellig" ge- 
nannt werden.) Dann läßt sich eine Form (A,B,C) derselben Dis- 
kriminante so wählen, daß 

A = a,o, nnd B = 6, {mod 2«,) 
= Zi, (mod 2oJ 

ist, und man nennt jede solche Form „aas /", nnd /j znsammenge- 
setzt" (komponiert). 

Zum Beweise der anfgestelltMi Behauptung genügt es offenbar 
zu zeigen, daß ^an eine Zahl £ so bestimmen kann, daß 
B = i. (mod 2tf,) 
B = b, (mod 2«J 
B' = D (mod 4a. a.) 

ist, und daß die Zahlen a,a. f= A), B and ■ ■ . ■■■ — (^ C) keinen 

gemeinsamen Teiler haben. 

1] Die Eomposition der quadratisclieii Fornieii ist von Gauß in den Art. 
234—44 seiner Disq. aritbin. behandelt worden. GauS hat dort die allgeraeinere 
algebraische Bedeutung dieser Komposition aufgezeigt. Die ErgebnisBe seiner 
Untersachiuig sind von Hertens in der (im Vorwort genannten) Abhandlung 
„Über die Komposition d. binären qu. Formen", von Dedekind („Über binäre 
trilineare Formen ,...", Grelles Journal, Bd. 129, 1905) und H. Weber („Üb. d. 
Komposition d. qnadr. Formen", Göttinger Nachrichten, 1907) auf einfachere Weise 
abgeleitet worden. Eine ganz elementare Darstellang der Komposition haf\zti.erBt 
Dirichlet gegeben („de formarum , . , compositione", Ges. Werke, Bd. 11, S. 105 
— 114, 1851). — Die folgende Darstellung schließt sich teils an däa Lehrbuch 
von J. de Signier (siehe im Vorwort), teils an die Vorlesungen üb. Zahlen- 
theorie von Dirichlet-D edekind (4. Aufl. 1894, § 145 u. folg.) an. — Hin- 
sichtlich des Zusammenhanges zwischen der Komposition der quadratischen For- 
men and der Komposition der Idealklassen im quadratischen Zahlkörper vgl. ~W e- 
bors Lehrbuch d. Algebra, Bd. III, zweites Buch (zweite Aufl. 1908). — 

2) Daft ■ ■ ' "^ ' ganzzahlig ist, folgt ans der Kongruenz: 
b\ = h\ = B (mod 4). 
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Von den drei Kongraenzen iat zonächst ersichtlicli , daß sie 
mit folgenden äquivalent sind: 

a,S = a^i, (mod 2a^a^) 
a,B = n,6, (mod 2a, a,) 
B'-(B- &0 (B -K) = D (mod 4a, a,). 
Die letzte dieser Kongruenzen ergibt ausgerechnet (nach Divi- 
sion mit 2): 

6, +6, „ D + b,b, , ,„ , 



6, = 'D,\ = p, also 6,ft, = D* = ~B iet.] 
wir der Übersichtlichbeit halber 
&. + &. 



und 



■ bezüglich gleich p, , p, , p, 
o,&,,a,6i,— — - - ' ' - bezüglich gleich 3,,?,, 9,, 



so sind p,,p,,p, teilerfremd; es lassen sich also ganze Zahlen 
c,, c,, c, BO wählen, daß 

c,Pi + c,p, -l-c,p, = 1 
ist. 

Femer läßt sich leicht verificieren, daß 
P^Qf = Q„Pf (mod2a,o,) 
ist (für a,ß = 1,2,3). 

Die Kongruenzen für B lauten jetzt: 

P^.B = ?„ (mod 2a, «J; a = 1,2,3. 
Aus diesen er^bt sich nnmittelbar: 

B = ff, c, + ff, c, + 2, e, (mod 2a, a,) 
^B^notwendige Bedingung. Andrerseits ist 

Pi.(ffiC, + ff,c, + ff»e,) = iaiPi'^i'^Pi^i'^Ps'^tl — 2= (mod 2a, a,) 
(für « = 1, 2, 3). 

Es gibt also modulo 2o,a, ein und nur ein B, welches den 
gestellten Bedingungen genügt. Jedem zulässigen Wert von B 
entspricht eine Form (J., B, C) (die auch für J? ■< positiv ist, 
weil «, . a, > ist). Daß diese Form stets primitiv ist , ergibt 
sich 80 : auf Grund der Kongruenzen für B sind f, und /", bezüg- 
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lieh ZQ den Formen 

g, = {a,,B,a,Cf), g, = (a^,B,a,C) 
parallel'), also gewiß oiit ihnen äquivalent, g, nnd g^ sind daher 
wie t\ and f, primitiv (nach einem elementaren Satz). Hätten nun 
Ä,B,G einen gemeinBamen Prjmteüer, so müßte dieser entweder 
in ai,B,C oder in a^,B,C aufgehen. In jedem Fall müßte eine 
der beiden Formen g, , g, imprimitiv sein ; wir kämen also äof einen 
Widerepmch- 

Demnach folgt, daß {A,B, C) eine ans f, und /j znsammenge- 
eetzte Form ist; zugleich ist ersichtlich, daß man dieselbe Form 
aach doTch Zusammensetzimg von g^ mit p, erhalten kann. (Daß 

p, mit (/, einhellig ist, daß also a^,aj, —~= — (= B) keinen ge- 
meinsamen Teiler haben, folgt anmittelbar daraus, daß g^ primitiv ist.) 
Sind Bj und B^ zwei verschiedene Losungen der Bedingnngs- 
Kongraenzen für B and sind {A,, B^, C,), (J,, B,, C,) die zuge- 
hörigen (aus fi and /', zusammengesetzten) Formen, so ist 

A, = A, 

B, = B, (mod 2^,) ; 

die beiden Formen sind also parallel, mithin gehören sie zur selben 
Klasse. 

Umgekehrt ist klar, daß jede Form, die zu einer aus f, and /", 
zussmmengeBetzten Form parallel ist, ebenfalls ans f^ und./*, za- 
sammengesetzt ist. 

Somit ist bewiesen, daß sich aus zwei einhelligen Formen 
stets unendlich viele Formen zusammensetzen lassen, und zwar 
bilden diese eine Schar paralleler Formen and sind daher alle in 
einer Formen-Klasse enthalten. 

Auf Grund dieser Tatsache führt die Komposition der Formen 
zu einer Komposition der Klassen. Sind nämlich zwei Klassen 
K, and K, gegeben, so wähle man eine Form /, ans K, ; dann läßt 
sich in K, eine mit /", einhellige Form /", wählen. (Denn o^v nach 
einem bekannten Satze durch jede Form Zahlen dargestellt werden 
können, die za einer beliebig gegebenen Zahl teilerfremd sind, so 
gibt es in K, jedenfalls eine Form, deren erster Koefficient za a, 
teilerfremd ist. Diese ist dann gewiß mit f, einhellig.)*) Non sei 
K, die Klasse, welcher die aus /, and f, zusammengesetzten Formen 

1) Zwei Formen (a,Ö,c), (a',6',o') der DiskrioiinaDte B, bei denen a' = a, 
V =b (mod 2a) bt, beifien „paraltel" uod Bind stets AqaivaleDt. 

2) Jedocb ist nicht Torgescbrieben, daß die Wabl einer mit f, eiühelligea 
Form fj aus if, auf diese speeielle Art gescbebe. 
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angehören ; dann nennen wir E^ aus K, and £', zasammengesetzt 
(komponiert). 

Eb kommt nan darauf an, zn zeigen, daß die so erklärte Eom- 
position der Elaseen eindeatig ist, daß also die darcli f, und f, be- 
stimmte Klasse E, von der speciellen Wahl dieser Formen unab- 
hängig ist. 

Dies geschieht ' durch den Beweis des folgenden Satzes: Ist 
aus den Formen f, = {a, , 6, , c,) und f, = {a, , ft, , c,) die Form 
F ^ {A, B, G) , ebenso aus den Formen ip, = d», , g, , r,) und 
^, = (Pt,q,,r^ die Form * = (P,Q,R) zusammengesetzt, ist 
femer f, mit tp, und f, mit tp, äquivalent , so ist auch F mit * 
äquivalent. 

Dem Beweis muß eine Bemerkung vorausgeschickt werden. 

Besteht eine Darstellung 

i = /"(«, y) = a«' + f>ay + cy', 
so gibt es eine and nur eine Schar (zueinander) paralleler Formen 
mit erstem Koefficienten k, in die f Axacb eine Substitution I ^J 

von der Determinante 1 übergeführt werden kann'). Der modulo 
2k bestimmte zweite Koefücient einer Form aas der Schar ist eine 
Wurzel der Kongruenz 

x' = D (mod 4k), 

und man bezeichnet ihn als die Kongmenzwurzel, zu der die Dar- 
stellung von k durch die Form f und durch das Wertepaar a, y 
gehört. Diese Kongruenzwurzel (!) erfüllt zugleich die beiden 
anderen Kongruenzen; 

2au + (b + l)y = (mod 2k) 
{h _ l)a + 2cy = (mod 2k). 
Genügt umgekehrt irgend eine Zahl l diesen beiden Kongruenzen 
und ist 

/■(«,!') = *. 
so liefern die Zahlen ß,3, die man aus den G-leichnngen 
■ 2aa + (b-i-l)y = 2dk 
(b~l)a + 2cy = -2ßk 



1) Das Symbol ^1 bezeichnet die SubBtitntion 
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der Determinante 1, welche f 

in eine Form {h,l,m) überführt. Es gehört also dann die Dar- 
etellang 

«<.,!■) = * 
zur Kongraenzwnrzel /. 

Hieran3 erhellt, daß nnser Beweis erbracht ist, wenn wir zwei 
Zahlen A, r derart angeben können, daß 

F(A,r) = p 

2AA-i-(B + Q)r = (mod2P) 
(B-Q)A-\-2Cr=0 (mod2P) 
ist. 

Es handelt sich also nm die Bestimmung zweier solcher Zahlen 

A,r. 

Dazu berücksichtigen wir zonäcbst, daß wir die Formen f^ , f, 
durch die äquivalenten Formen g, , g, und ebenso qj, , ip, darch 
^, , Vt ersetzen können. 

i9. = ia„B,a,C), g, = (a„B,a,C), ^fr, = (p,, Q.p.R), 

Denn ,F läßt sich (gemäß einer vorhin gemachten Bemerkung) 
anch dnrch ZnBammensetznng von jr, and g,, entsprechend durch 
Znsammensetzang von i>, nnd ^, bilden. 

Da ^, mit Vi i f» ™it f, äquivalent ist, so gibt es zwei ZaUen- 
paare 

a„ y, und a„ j-, 
von der Art, daß 

ifii«! , yd = P„ 5.(a.. yJ = /*. 

2a, a, + {B+Q)y^ = (mod 2p,) 
{B-Q)a, + 2a,Cy, = (mod 2p,) 



^'' ' 2a,a,i-(B+Q)y, = (mod S^iJ 

(B-(2)«, + 2a,C}', = (mod 2i»,) 
ist. 

Wir setzen nun 

r = a, a, y, + fl, a, j-, + ^y, j-, = i j (2a, a. + Bj-,) y, + {2a, a, + -By.) j/, j 

und wollen nachweisen, daß diese Zahlen ^,r die verlangten 
Eigenschaften besitzen. 
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Zunächst ergabt sich: 
(2«. «, + (B + \ß) j-,) (2a. «. + (B + VS) j/,) = 4a. a, (a, «. - Oy. y,) - 

+ (2B' + 2B V^) J-, y, + 2 {B ^- ^5) (a. «, y, + «, a, y,), 
also: 

(2) (2a.tt,+{B+VB)y,)(2a.«,+(B + \/B)y.) = 4^.^ + 2(B+^).r. 

Da ^ nicht rational ist, so dürfen wir in dieser Gleicbang \}D 
durch (— \fD) ersetzen und erhalten: 

(2o.a.-t-{B-\(Ö)y.)(3ai,a, + (B-VB)y,) = AAA + 2{B-\ß)r. 
Durch Multiplikation der beiden Gleichungen folgt: 
4a,ff,{a„y,).4a,.^,(a.,yJ = AAA(AA*-¥BAr+Cr') 

(3) F{A,r) =i,,.p. = P. 

Dnrch Ansmultlplicieren der Faktoren anf der linken Seite 
der Grleichong (2) erhalten wir eine Gleichnng von dem Typns: 

(wo die « und v ganze Zahlen sind). Da Z* keine Qnadratzahl ist, 
so muß 

«1 = w, 
und in Folge davon 

sein. 

Da Q' = J> (mod 4P) ist, so ergibt sich hieraus : 

«. + w.C + M,C' = 1-0 + »,^ (mod 4P); 
das heißt, man erhält aas der Gleichung (2) eine richtige Kon- 
gruenz modnio 4P, indem man an Stelle von \(D die Zahl Q setzt. 
Es ist demnach: 

(2a,«, + i;5 + (2)y.)(2a,«, + (B + <?)y,)s4^^ + 2(B + (2)r(mod4P). 
(lemäß den Kongraenzen (1) ist die linke Seite dieser Kon- 
graenz darch 4P teilbar; also folgt: 

(4) 2AA + {B + Q)r = (mod 2P). 

Dasselbe Verfahren wenden wir auf vier Gleicbnngen an, die 
sich nmnittelbar ans (2) ergeben. Man erhält aus (2) durch Multi- 
plikation mit C 

C{2a,a, + {B+\[D)r,)(2a,a^ + {B-\-\[D)v;i = ^ACA + 2C{B-\-SJD)r 
= (B+\lD)\{B-\[D)A^-2Cr\. 
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Dnrcli MnltiplikatioD von (2) mit (B ~ \jli) nnd Division mit 
2a, tilgst- 

HB-\fD}e, + 2a,Cr,)(2a,a, + (B + \/D)y,) 

= 2a,[lB-\/D)A + 2Cr\, 

hieraas dorcti Vertanscbimg der Indices 1, 2 (aas Symmetrie- 
Gründen) : 

(2o,o, + (P+V'5))',) ((B-V5)«.-l- 20,0^ = 20, \(B-\fD)A+2Cr\ 
and aas dieser Gleicliaag dnrcli nochmalige Maltiplikation mit 
(B— 'ifD) and Division mit 2a, 

({S-ijD)a,+2a,Cr,)((B-\JD)a, + 2a,0r,) 

= (B-\D)HB-\n))A + 20r\. 

Geht man von diesen Grleichnngen zn den entsprechenden Kon- 
graenzen modulo 4P über, so ergibt sich anter Beröcksichtignng 
der Kongruenzen -(1) and nach Division mit 2 

~^ [(B-Q)A + 20r\ = (mod2P) 
a,\{B~Q)A + 2Cr\ tsO i , ) 
a,HB-Q)A+2Cr} =0 ( , ) 

^-^\{B-Q)A + 20r\=0( . ). 

Da der größte gemeinsame Teiler von a,,a,, — 5- — , — 5-— in 
a^,a,,B anfgeht, mithin gleich 1 ist, so folgt: 
(5) (B-(2).^4-20rs (mod2P). 

Gemäß den Relationen (3), (4), (5) erfüllen ^ and F alle ge- 
stellten Bedingungen ; nnsere Behaaptnng ist also bewiesen, nnd 
damit ist gezeigt, daß dnrcli das angegebene Verfahren der Kom- 
position je zwei Klassen eindeutig eine dritte zugeordnet ^inä. 

Nachdem so die Komposition als eine eindeatige Operation 
eingeführt ist, entsteht die Frage nach ihren formalen Eigen- 
schaften. Diese wird beantwortet durch den Satz, daß in Bezag 
anf die Komposition die Formen-Klassen eine Abelsche G-rnppe 
bilden. Diesen gilt es also jetzt zu beweisen. 

Zunächst ist offenbar, daß die Komposition kommutativ ist. 

Die Gfeltnng des associativen Gesetzes ergibt sich fol- 
gendermaßen; es sei 
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{A', S', C) aus (o,, ft,, c,) and (o,, ft», c,), 

(^, B, C) aas iA', B', C) und (a„ 6„ c.) 

zasammengesetzt. (Natürlich maß {a,, b„ c,) mit (a„ b„ c,) and 

eb^eo (a,, J,, cj mit (^', B', C) einhellig sein.) Dann ist 

A := A' . a„ A' = o, , a,, also A = «,.«,. a,. 

/ B = B' (mod 34') 

(1) ! ^ - *■ f*"**^ ^"«^ 
\ B* = D (mod 44). 

Dnrch diese Kongruenzen ist B modalo 2A eindentig bestioimt. 
B' ist modalo 2A' eindentig bestimmt darcb die Eongrnenzen : 
j B' ~b, (mod 2a,) 

(2) j B' = b, (mod 2a,) 

( B" = D (mod 44'). 
Ans den ersten beiden dieser Kongruenzen inVerbindong mit 
der ersten der Eongmenzen (1) folgt: 

B = h, (mod 2(1,) 
= &, (mod 2a,). 
B genagt also den vier Kongraenzen: 

/ B = b, (mod 2a.) 
I B = ft, (mod 2o,) 
j B = b, (mod 2o^ 
\ B' ~ D (mod 44). 
Erfällt nmgekelirt eine Zabl B diese Kongraenzen, so sind, falls 
B' =: B gesetzt wird, die Kongmenzen (2), nnd da 

B = B (mod 24') 
ist, aach die Kongrnenzen (1) erfüllt. Die Bestimmnngs-Kongra- 
enzen für B sind demnach gleichwertig mit den Kongraenzen (3). 
Es läßt sich also in der Bestimmong von 4, S, G die Absonderang 
der beiden Formen {«,,&,, c,), (a,,Ä,,c,) von (a,,6,,c,) gänzlich anf- 
heben, wodorch das Bestehen des associativen (üesetzes evident wird. 
Man kann aach leicht eine Klasse angeben, welche fiir die 
Komposition das Einheitselement bildet. Da nämlich B quadra- 
tischer Kest modnlo 4 ist, so ist die Zahl 1 dnrch mindestens eine 
Formen-Klasse (der Diskrimioante D) darstellbar, aber auch nur 
dnrch eine Formen-Klasse. Denn jede Klasse, welche 1 darstellt, 



(ä) 
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muß eine Form mit dem ersten Koefficienten 1 enthalten, und alle 
Formen mit dem ersten Koefficienten 1 sind pariiUel, also äqui- 
valent. Nehmen wir nnn eine solche Form (1, h, c). Diese ist mit 
jeder Form («', b', c') einhellig, nnd die Zusammensetznng mit dieser 
Form ergibt eine Form (Ä, B, C), worin 
A = l.a' = a' 
S = b (mod 2) 
B =h' (mod 2a') 
B' =D (mod4a') 
ist nnd C durch den Wert von J> bestimmt ist. Man sieht, daß 
für B die Zahl b' gesetzt werden kann, sodaß die zoaammenge- 
setzte Form wieder (a', b', c*) wird. 

Die Klasse, in der 1 darstellbar ist, hat demnach die Eigenschaft, 
daß durch Komposition mit ihr jede KJaese nngeändert bleibt, sie 
bildet also das Einheitselement (es kann nur ein solches geben) 
fnr die Komposition und heißt Hanptklass'e. 

Weiter besteht der Satz: die Zasammensetzung zweier ent- 
gegengesetzter Klassen ergibt die Hauptklasse. 

Es ist nämlich allgemein (a,—b,c) äquivalent mit {c,b,a). 
Gehört daher (a,b,c) zur Klasse K, so kann (c,b,a) als Repräsen- 
tant der zu K entgegengesetzten Klasse gewählt werden. Femer 



Teiler haben, nnd durch Zusammensetznng der beiden Formen läßt 
sich, wie man leicht sieht, die Form {ac, b, 1) bilden, die znr 
Hauptklasse gehört, da die Zabl 1 durch sie darstellbar ist. 

Ans dem letzten Satz folgt aomittelbar, daß die Komposition 
der Klassen eindeutig umkehrbar ist. 

Somit ist der Beweis geführt, daß die Formen -Klassen in 
Bezug auf ihre Komposition eine Äbelsche Gruppe bilden. Es 
handelt sich jetzt danun, die Komposition der Klassen 4n Verbin- 
dung zu bringen mit der Frage nach der Darstellbarkeit von 
Zahlen durch bestimmte quadratische Formen. 

In dieser Hinsiebt sind folgende Sätze wichtig: 

1) Ist p eine zu D teilerfremde Primzahl, die durch die Klasse 
K darstellbar ist, so ist p" durch die Klasse K' darstellbar *) (fnr 
r^l). 



1) Qem&fi der in der Gnippentheorie üblichen SchreibweiBe soll die aus Ki 
und E, zuBammeDgegetzte KUsee (da,B „Produkt" vod K^ und Kt) mit K,Kt be- 
zeichnet werden. Ferner wird für eine beliebige Klasse K 
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Wenn nämlich p m K darstellbar ist , so maß es in K eine 
Form (p,q,r) geben, und da {p,D) = 1 ist, so muß {p,q) = 1 
sein. Unsere Behaaptnng ist daher in der folgenden enthalten: 
existiert in K eine Form (p, q, r), bei der (p, g) = 1 ist, so exi- 
stiert in K" eine Form (p; Q, r). Die GKUtigkeit dieser Behaup- 
tung ergibt sich durch Anwendung der vollständigen Induktion 
aas folgendem Satz: sind (p,i,r) nnd (p", s', »"') zwei Formen der 
Diskriminante D ((( bedeutet eine ganze Zahl > 1) nnd ist 

(P.g) = 1. 2' = 2 (mod2i)), 
so sind die beiden Formen einhellig, nnd jede aas ihnen zusam- 
mengesetzte Form hat die Gestalt 

(!>"■. S",---), 
wobei q" = q (mod 2p) ist. 

Daß {p, q, r) mit (p", q', r') einhellig ist, folgt daraus, daß 

q + q' = 2g (mod 2p), .^ —2 (""d p), 

also 

(2-+i,p) = (.,,) - 1 

ist, and die Kongraeuz c;" = g (mod 2p) ist eine der Bestimmungs- 
Kongrnenzen für g". 

Satz 1) iat also bewiesen. 

2) Ist eine Zahl m in £" darstellbar, so ist sie auch in £~' 
darstellbar. 

Denn zugleich mit (m, w, r) ist (w, ~ m, r) eine Form der Dis- 
kriminante D, 

3) Sind m,, m, irgend zwei teilerfremde Zahlen, die bezüglich 
in K^ nnd Ä', darstellbar sind, so ist m, . w, in K^ Ä', darstellbar. 

Denn die ^nsammen Setzung zweier Formen (»ii , w, , r,), (m, , n, , r,) 
(die gemäß der Voraussetzung sicher einhellig sind) ergibt eine 
Form mit dem ersten Koefficienten m, . t», , und dieser ist eine 
durch Ä", K^ darstellbsj-e Zahl. ■ — Zwei Darstellungen einer Zahl 
m mögen nur dann verschieden heißen, wenn sie zn verschiedenen 
(das heißt : modulo 2m verschiedenen) Kongraenzwarzeln geboren ; 
andernfalls heißen sie associiert. Gemäß dieser Deänition ist 

S" = K, K'K = «■'+' (* = 1,2,.. .) 
gesetzt. K" bedeutet die Hanptklasee, f~' die za K entgegengesetzte KlasBe. 
Ist K zweieeitig, so ist Z^ = K~'. K' = K"; umgekehrt folgt ans dem Beatehen 
dieser Gleichnng, daß K zweiseitig ist. 
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die Anzahl aller versdiiedenen Darstellnngen einer Zahl »» dnrch 
Formen der Diakriminante D gleich der AnzaU der verschiedenen 
Formen (m, n, r) , wenn parallele Formen als gleicli angesehen 
.werden. Für eine za 2) teilerfremde, positive Zalil m ist diese An- 
zahl gleich der Anzahl der (modolo 2m) verschiedenen Lösongen 
der Kongmenz 

x' = D (mod 4»»), 

also gleich 2^* (fi bedentet die Anzahl der verschiedenen Primteiler 
von in) oder 0, je nachdem B qaadratiscber Kest modalo 4in ist 
oder nicht. 

Die Werte 2'', für die fraglichen Anzahlen lassen sich ge- 
meinsam ausdrücken dorch das Produkt 

worin p„ die verschiedenen Primteiler von m dnrchlänft, i — ] für 

ungerades p^ das Legendresche Symbol bedeatet und fSr p^ = 2 
den Wert 

P' — 1 

(-1) » 
besitzen soll. — 

Auf G-rtmd der Sätze 1), 2), 3) wird eich nun eine Korrespon- 
denz ergeben zwischen der Zueammensetzung einer zu D teiler- 
fremden , darstellbaren Zahl »m >- 1 ans Primzahlpotenzen und 
der Zusammensetzung der Klassen, die m darstellen, ans Potenzen 
derjenigen Klassen, welche die Primfaktoren von m darstellen. 

Es sei nämlich m = ;»,'... p^** eine zu D teilerfremde Zahl, 
für welche die Kongmenz 

x* = D (mod 4m) 
lösbar ist. Dann ist jedenfalls auch die Kongmenz v 

X* = D {mod 4p^) 
lösbar (für « = 1, ... ,(1). 

Pa ist also durch eine Klasse Kg darstellbar, folglich p„° 
durch die Klasse K^" (nach Satz 1)) ond auch durch iC~'" (nach 
Satz 2)). Es gibt demnach in K^' eine Form (p*", ?„ , r„) = /"„ 
und in Ka " eine Form (p*", — },, r^) ^ <?„. 

Wählen wir nun für jedes a eine der beiden Formen f^,g^, 
80 erhalten wir 2^ Kombinationen von je ft Formfen. Die Formen 
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einer Kombination lassen sich zu einer Form (P, Q, R) zusammen- 
setzen, in der 

P = p,"' . . . p^'' = m 

ist and Q modolo 2m dorch die Kongmenzen 

Q = ±q^ (mod 2pJ"); a = I, . . . , ft 
Q' = D (mod 4m) 
bestimmt ist. 

(Wie man leicht sieht, folgt das Bestehen der letzten Kon- 
graenz von selbst aus den ft vorhergehenden Kongruenzen.) 

Wir erhalten so 2'' Formen mit dem ersten Koefficienten m. 
Diese sind alle Ton einander verschieden; das heißt: von je zwei 
Formen sind die zweiten Koefficienten inkongruent modalo 2m. 
Denn sind Q' and (^' aus zwei verschiedeuen Formen-Kombinationen 
hervorgegangen, so gibt es mindestens ein a, für welches 

Q' = -Q^' imoi^p*") 

ist. Wäre nun Q' und Q" kongruent modulo 2m, so müßte auch 

Q' = +g- (mod 2p;-) 

sein; daraus würde aber folgen, daß p^" in Q' aufginge, was mit 
der Annahme (m,D) ^ 1 unverträglich ist. 

Somit ergibt sich, daß die Zahlen Q, die man aus den 2'' ver- 
schiedenen Kombinationen der f^ , g^ erhält, Bämtliclie 2" Kongru- 
enzwurzeln repräsentieren, zu denen gehörig die Zahl m darge- 
steUt werden kann. 

Zu jeder Kombination von Formen /"„ , g^ gehört eine Kombi- 
nation von Exponenten ±v„; daher gehört za jeder Kongrnenz- 
wnrzel eindeutig eine Klasse 

K^' . . . Kl'', 

wobei c„ ^ ± v^ ist (für a = 1, . . ., ft). 

Insbesondere folgt, daß die Zahl m nur dnrch eine Klasse von 
dies-ex Gestalt darstellbar ist. Natürlich brauchen die 2" formal 
verschiedenen Klassen nicht tatsächlich alle von einander ver- 
schieden zu sein. 

Wir können das Ergebnis dieser Betrachtung so aussprechen: 
die Anzahl der verschiedenen Darstellungen einer za B teiler- 
fremden Zahl m = p*' . . . Pp"'' durch eine Klasse K ist gleich der 
Anzahl derjenigen Summanden in der formalen Entwicklung des 
Produktes 
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welche gleich K sind, wobei bezüglich K„ eine der beiden (nicht 
notwendig verschiedenen) Klassen bedeutet, durch die p, darstellbar 
ist, (Wie leicht ersichtlich, ist p„ nor durch die Klassen K^, K~^ 
darstellbar.) 

Hierin liegt insbesondere: das Produkt zweier Klassen, welche 
dieselbe zu 2) teilerfremde Zahl tn (>- 0) darzustellen fähig sind, 
ist gleich dem Qnadrat einer Klasse. CFür m = \ ist die Be- 
hauptimg trivial.) 

Es folgt auch der Satz: ist ()m,D) = {m',D) = ,1, «!,»»' >0 
und sind m,m' beide darstellbar, so gibt es zwei (nicht notwendig 
verschiedene) Klassen K,K' derart, daß m in K, m' in K' nnd 

m.m' in KK' darstellbar ist. Denn es seien p, p^ ^i^ ™ 

m . m' als Faktoren auftretenden Primzahlen, 

1 tur V = 1, ..., n; 
tn' = pt'.-.p^", (^.^0) 

dann ist tn darstellbar durch eine Klasse K/ ^.. K„ = K, tn' 
dorch Ä",**' . . . E^" = K', und zwar gilt dies auch, falls eine der 
Zahlen tn, m' gleich 1 ist. (Die nberäüssig hinzugefügten 0-ten 
Potenzen stören offenbar nicht.) 

m . m' ist gleich p, . . . v„ **", also darstellbar dnrch die 

Klasse K^' + '''... Ä"„^ "*" '^ = KK', sodaß die Behauptung zutrifft. 

§ 2. Die Klassen-Charaktere. 

TJm die Gruppen-Eigenschaft der Komposition der Klassen 
auszunutzen, ist es zweckmäßig, die sogenannten „Charaktere" der 
Äbelschen Gruppe einzuführen. 

Dabei stützen wir uns auf einen allgemeinen Satz der Gruppen- 
theorie, welcher besagt : zu jeder (endlichen) Äbelscb«n Grnppe 
der Ordnung ä gibt es ein System von h Funktionen, ijqrch die 
jedem Element (C) der Gruppe ein (reeller oder komplexer) Zahl- 
wert x{C) zugeordnet wird, nnd die folgende Eigenschaften besitzen: 

1) Sie nehmen für das Einheitselement den Wert 1 an. 

2)z(C).«(c') = z((;c"). 

Diese Fnnktionen nennt man Charaktere der Äbelschen 
Gruppe. (Es läßt sich zeigen , daß es nicht mehr als A Charak- 
tere für eine Abelsche Gruppe der Ordnung h geben kann.) 

Die Charaktere bilden in Bezug auf die Operation der ge- 
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wShnlicben Moltiplikation ihrerseits eine Äbelsche O-rappe, welche 
der gegebenen isomorph ist. Das Einheitselement dieser Grrappe 
(der „Haaptoharakter" oder „Einheits-Charakter") hat 
für jedes Element C der ersten Grnppe den "Wert 1. Allgemeiner 
läßt sich anssagen; jeder Wert j;(C) eines Charakters ist eine Ä-te 
Einheitswnrzel. 

Ans den Eigenschaften der Charaktere ergeben sich folgende 
beiden, für das Rechnen mit Charakteren grundlegenden Sätze: 

Bie über alle Elemente C der Abelschen G-rnppe erstreckte 
Summe SzC^ ^st gleich h oder 0, je nachdem x der Hanptcha- 

rakter oder ein anderer Charakter ist. 

Die über alle Charaktere erstreckte Summe 23!(^ ^st glß^c^i 

z 
h oder 0, je nachdem C das Einheitselement oder ein anderes Ele- 
ment der Abelschen G-rappe ist. 

Es gilt femer über die Charaktere der allgemeine Satz: ist 
G eine Untergruppe der Ordnung h' von einer Abelschen Gruppe 
der Ordnung h, so gibt es unter den h Charakteren dieser Gruppe 

genau -p-, die für jedes Element aus G den Wert 1 annehmen, 

während für jedes nicht in G enthaltene Element der Abelschen 
Omppe mindestens einer dieser Charaktere von 1" verschieden ist. 

Die genannten Sätze über Abelscbe Gruppen wenden wir nun 
an auf die specielle G-rnppe der Formen-Klassen einer Diskrimi- 
nante D. Za dieser gehört eine isomorphe Gruppe von „Klassen- 
Charakteren" (die wir im folgenden auch kurz als „Charaktere" 
bezeichnen werden).^ 

2, sei der Hauptcharakter, f , die Hauptklasse. 

Die Gruppe der Klassen hat znr Untergruppe das System 
der ambigen Klassen, das heißt derjenigen Klassen K, für die 
£' = K^ 

ist. Dieser Untergruppe muß eine isomorphe Untergruppe der 
Gruppe der Charaktere entsprechen, welche diejenigen Charaktere 
X enthält, für die 

j" = «. 

ist. Da %^ stets den Wert 1 hat, so ist die Bedingung 

Z' = Zi 
dann und nur dann erfüllt, wenn für jede Klasse K 

l{K) - ± 1 

ist. 
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Da andrerseitB jeder Wert eines beliebigen Charakters % *ine 
Einheitswnrzel sein maß, so folgt, daß die Charaktere aas der be- 
trachteten Untergruppe die Gesamtheit aller stets reellen Charak- 
tere aasmachen. Man bezeichnet sie knrz als die „reellen Cha- 
raktere". 

Wegen des Isomorpbismas zwischen der Grappe der Klassen 
and der der Charaktere muß die Anzahl a der reellen Charaktere 
mit der Anzahl der zweiseitigen Klassen übereinstimmen. 

Die reellen Charaktere sind dadurch gekennzeichnet, daß sie 
für jede Klasse Ä* (das heißt für jede Klasse, die sich als Quadrat 
einer Klasse darstellen läßt) den Wert 1 haben. Die Klassen K'' 
bilden offenbar eine Untergruppe G der Gruppe aller Klassen. Da 
die Quadrate zweier Klassen K,K' dann und nur dann äbörein- 
stimmen, wenn KK'~' eine zweiseitige Klasse ist, so ergibt sich, 

.daß die Ordnung A' der Gruppe G gleich — ist. (a ist die An- 
zahl der zweiseitigen Klassen wie auch der reellen Charaktere.) 

Durch Anwendung des vorhin erwähnten Satzes über die 
Untergruppen Abelscber Gruppen auf die Untergruppe G der 
Gruppe der Formen-Klassen finden wir, daß die k' Klassen aus G 
die einzigen sind, für die alle reellen Charaktere den Wert 1 be- 
sitzen. 

Wir teilen nun sämtliche Formen-Klassen in „Geschlechter" 
ein, indeui wir zwei Klassen K,K' dann und nur dann zu dem- 
selben Geschlecht rechnen, wenn für jeden reellen Charakter % 
t{K) - x{K'), also x(KK'-') - i(KK') = 1 ist. 

Dasjenige Geschlecht, welches die Klassen 'tenthält, für welche 
alle reellen Charaktere gleich 1 sind , heißt das Hauptge- 
schlecht. Dieses Geschlecht ist identisch mit der Gruppe (?, 
und die übrigen Geschlechter sind (gemäß der Weberachen Be- 
zeichnungsweise) die Nebengruppen von Q. Wir können diesen 
Sachverhalt auch so aasdrücken, daß wir sagen: die Einteilung 
der E^ssen in Geschlechter ist eine Zerlegung der Abelschen. 
Gruppe der Klassen modnlo G '). 

Aus der Tatsache, daß die Klassen des Hauptgeschlechts und 
ebenso die reellen Charaktere eine Grruppe bilden, ergeben sich 
folgende beiden Sätze: 



1) Die hier gegebene Definition des Geschlechts stimmt zwar nicht begriff- 
lich, wohl aber (wie nachher gezeigt wird) sachlich mit der QauBischen Defini- 
tion Qberein. 
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1) Die Sninme 2'z(£), erstreckt über alle Klassen des Hanpt- 

K 
geschlecbts, ist gleich h' oder 0, je nacbdeni der Cbarakter % reell 
ist oder niclit. 

2) Die Sninme S'z(^)i erstreckt über alle reellen Cbarak- 

X 
tere, ist gleich a oder 0, je nachdem die Klasse K dem Hanptge- 
schlecbt angehört oder nicht. 

Das eine von den Endergebnissen des vorigen Paragraphen 
kSnnen wir jetzt so formnlieren: die Klassen, in denen eine be- 
stimmte, za D teilerfremde, positive Zahl m darstellbar ist, ge- 
hören- alle demselben Geschlecht an. Es hat also jeder reelle 
Charakter für alle diese Klassen denselben Wert; dieser Wert 
ist demnach darch die Zahl m eindeutig bestimmt. 

Hierans wird ersichtlich, daß man jedem reellen Klassen-Cha- 
rakter X eine zahlentheoretische Funktion %{n) zuordnen kann, 
welche für jede positive, zu D teilerfremde und durch Eormen der 
Diskriminante D darstellbare Zahl n — (von jetzt ab sind in 
diesem, wie auch in den drei nächsten Paragraphen stets nur 
solche Zahlen gemeint, wenn von „darstellbaren" Zahlen die 
Bede ist) — definiert ist und zwar so, daß für jede Klasse K, 
durch welche « darstellbar ist, x(n) gleich dem Werte xiK) des 
Klassen-Charakters ist. 

Von dieser Punktion xi^) l^^t sich folgendes aussagen: sind 
f}t,m' zwei darstellbare Zahlen, so ist 

X(m).]i(m'} = z (»».'»')• 
Denn gemäß dem am Schluß des ersten Paragraphen bewiesenen 
Satze lassen sich die Klassen K,K' so wählen, daß m durch K, 
m' durch K', m.m' durch KK' darstellbar ist, und daraus folgt: 

ZW-ZK) = Z(^)-Z(-K') = x(KK') = xim.m-). 
Außerdem ist ^(l) = x(^.) = 1- 

Diese Tatsachen legen die Vermutung nahe, daß sich die Funk- 
tionen x(«)i die zu den reeUen Klassen-Charakteren gehören, durch 
geeignete Festsetzungen zu reellen Zahlcharakteren modtilo D er- 
■ weitern lassen^). Diese Vermutung wird sich in der Tat als 
richtig herausstellen, und indem wir den Nachweis ihrer Richtig- 

1) Unter einem Zalilcharakter modulo fc ist eine für positives n definierte 
Funktion zn verstehen, die folgenden Bedingungen genügt: 

/■(«) = für (»,fc)>l, f(l) = l, /(%)./■(«,) = /■(«i-«,) und 
f(ni) = /■(«,) für «, s M, (mod k). 

2* 
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keit fuhren, werden wir zugleich eine vollständige Übersicht über 
die Greaamtlieit der reellen KlaBsen-Charaktere gewinnen'), 

Wir stellen zunächst folgende Überlegung an : es sei f(n) für 
alle ZQ D teilerfremden , positiven Zahlen « erklärt; für zwei 
Boldie Zahlen n,ti' sei 

/■(«).««') = ««.«'); 
sind femer n nnd n' durch dieselbe Klasse darstellbar, so sei 
f(n) = /"(«'Ji schließlich sei 

«1) = 1- 

Dann können wir eine Klassen-Funktion F{E) bilden, die so 
beschaffen ist, daß für eine durch die Klasse E darstellbare *) Zahl 
n stets 

FiK) = m 

ist. (Der Wert von F{K) ist auf diese Weise durch K eindeutig 
bestimmt.) 

Hierbei ist 

•y(x,) = «1) = 1. 

Sind femer K,K' irgend zwei {nicht notwendig verschiedene) 
Klassen, so lassen sich zwei zu einander teilerfremde, darstellbare 
Zahlen n,n' so wählen, daß n in K, n' in K' dargestellt werden 
kann. Es ist dann « . «' dnrch KK' darstellbar (weil {», «'} = 1 
ist), and daraas folgt : 

F(,K}.F{E') =. /■(»).«■■) = /■(«.«') = F(^Z'), 
F(K) ist also ein Klassen-Charakter. Nehmen wir insbesondere 
f als reelle Funktion an, so folgt, daß F(K) gleich einem reellen 
Charakter z(^) i"id fit») = %{''*) für alle darstellbaren Zahlen n 
ist. (Wir wollen in diesem Falle sagen, daß f{n) den Charakter 
X{E) „bestimmt".) 

Um hiervon Anwendung machen zc können, müssen wir zahlen- 
theoretische Funktionen finden, welche den für f{n) aufgestellten 
Bedingungen genügen. Zn solchen Funktionen fuhrt uns folgende 
Erwägung: es seien »,, n, zwei Zahlen, die durch dieselbe Form 
(o,b,c) der Diskriminante D darstellbar sind, es sei also 
n, = aa* + bay + cy*, «, = aß* + bßS + c3* ; 



1) Das Verfahren, welches wir anwenden, läuft darauf hinaus, zu zeigen, 
daß die obige Definition von „Geschlecht" mit der OauBischen gleichbedeutend ist. 

2) Es sei darauf hingewieBen, daß auch überall da, wo (bis inkl. § 5) Ton 
Darstellbarkeit durch eine bestimmte Klasse gesprochen wird , das Wort ^dar- 
Btellbar" in dem vorhin angegebenen engeren Sinne zu verstehen ist. 
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dann geht durch die Sabstitntion ( ^1, deren Determinante gleich 

d gesetzt werden möge, die Form {a,6,c) der Diskriminante D in 
eine Form (w, , ff, «^ von der Diskriminante (PjD über (wie sich 
elementar beweisen läßt). Daher ist 

«* — 4»,w, = (TD, 4»,«, »= n*--ä^D. 

Hieraus folgt zunächst: ist p eine in D aufgehende ungerade 
Primzahl, so ist 

(^^) ---(?) = &)• 

[[ — J bedeutet das Legendresche Symbol. Es ist zu beachten, daß 

(n„D) = {«.,!>) = 1, (2,p) = 1, also (4«,»,,p) = 1 ißt.) 

Es hat demnach 1 — j, als Funktion von n betrachtet, für je zwei 
dnrch dieselbe Klasse darstellbare Zahlöi denselben Wert. 
Nehmen wir hinzn, daß 



ist and daß für zwei zn D teilerfremde, positive Zahlen m, , m, 

(^)-(^)-("*t'^) 

ist, so folgt nach dem vorhin bewiesenen, daß die Funktion 1— ) 
von » einen reellen Charakter z(K) bestimmt. 
Für gerades i> ist in der Q-leichnng 
4k, M, = rt'-d'D 
die Zahl n gerade (n = 2n), während n,, », ungerade sind, da 

K,B)-(n„B)- 1 ■ 
vorausgesetzt ist. 

Die Gleichung läßt sich also auf die Form bringen 

n,.n, = «' — a'. -:-, 
und wir erbalten 
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für ^s-1 (modi) 



«,.«. s n* + £r = 1 (mod4) 



«,.», = »'-2<i' = ± 1 (znodS) 

für ^ = - 2 (mod 8) 

n,.M, ~ «*+2d' = 2±1 (mod8) 



für ^ s 4 (mod 8) 



für ^ = (mod 8) 



: 1 (mod 4) 



w' = 1 (mod 8} 

-1\ /2\ / 



Ij 1, 1 — ), ( j Bind die Jacobischen Symbole.) 

Es folgt nnn ebenso wie vorhin, daß in jedem der betrachteten 
Unterfälle das Jacobische Symbol, das für alle in derselben Klasse 
darstellbaren (ungeraden) Zahlen denselben Wert annimmt, einen 

reellen Klassen-Charakter bestimmt. (Im Falle -j- = (mod 8) 

gilt dies sowohl für (— — ] wie für ( — ).] 

Sind also p,, ..., Pi die angeraden Primfaktoren von J>'), so 
liefern die Funktionen (— V •■-, (— ) (für X >0), femer 

(^^) für Z> = - 4 (mod 16) und D = (mod 16) 



1) Besitzt D kBlnen angeradea Pximteibr, so werde 1 = gesetzt. 
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ß) für Z» s 8 (modSa) nnd DsO (modS 
/-S\ 



(^) 



für i) = - 8 (mod 32) 



reelle Klassen-Charaktere. 

Das Prodakt zweier oder mehrerer reeller Cliaraktere ergibt 
wieder einen reellen Charakter. 

Setzen wir 

(~)=U»)t&ra = l,...,K 

(^\ = li,^,(n) für D = ~4 oder = (modl6> 

, (^ = ?,^,(n) für D = 8 (mod 32) 

(-^) = /,+,(«) für ü = -8 (mod 32) 

{~\ = /i„(«) für i) = (mod 32) 

nnd definieren » = A für ungerades D nnd für jD = 4 (mod 16), 
v = A + 2 für J> = (mod 32) nnd in den übrigen Fällen v = A+l, 
bezeichnen wir femer den dnrch Z„(n) (a = 1, ..., w) bestimmten 
Klassen - Charakter mit x^, so können wir die Gresamtheit aller 
dnrch Multiplikation ans den Xa ableitbaren Charaktere darstellen 
dnrch die Gesamtheit der Summanden in der formalen Entwicklung 
des Produktes 

(i+z,)..-(i + a 

(Dies folgt unmittelbar daraus, daß für jedes a und für jede 



^.(K) = 1 ist.) 

Wir erhalten also 2" formal verschiedene Charaktere ; es fragt 
sich, wie viele von diesen wirklich verschieden sind. (Der Fall, 
daß zwei dieser Charaktere, x ^^^ x'i lücht wirklich verschieden 
siad, liegt dann (und nur dann) vor, wenn für jede Klasse K 

X{K) = 2'(i) 
oder, was dasselbe besagt, wenn für jedes darstellbare n 

z(«) = «■(») '"■) 

Zur Beantwortung der Frage ist zuerst zu bemerken: wenn 
un i er- den 2' SumnMuiden -der Entwicklung von (1 + x,) . . . (1 + j;») 
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ein Cliarakter genau tnmal TOrkommt, so kommt jeder überhaupt 
auftretende Charakter, insbesondere der Hanptcharakter, genaa 
mmal vor. 

Denn bestehen zwei Gleichongen 

Ol «r "i "i 

Xl ■••Xr = Xi ■■■Zr 

Ol Oy a': a" 

Xx ■■■tr = X, •■•%, > 

WO O^ßj,, o^, ojl^l (für (i = 1, ..., v) ist, und sind bezüglich 
6', b" die kleinsten nicht negativen Beste von a^ + a^, o^+aJ[ mo- 
dnlo 2, so ist 

6' 6' 6;' b'i , 

nmgekehrt gelangt man von zwei solchen Daratellongen des Hanpt- 
charakters eindeutig za zwei Darstellnngen Xi' ■■ ■ X^i Z>' •■■ X^ 
des Charakters Zi ' ■ - ■ Z. ^ ^"d die Produkte z, ' - ■ . z, ', Xt ' ■ - - Zv ' 
sind dann und nur dann formal verschieden, wenn Xi' ■■■Z,' ^oi^ 
X,' ■••Zr'^ formal verschieden ist. 

(Es ist zu beachten, daß der formalen Identität 
a, a, a, a, 

Xt ■••X, = Zx ■••Z, 

nach dem angegebenen Verfahren die Identität xt - ■ ■ Z^ = ^ ent- 
spricht.) 

Es kommt also darauf an, zn entscheiden, wie oft sich der 
Hanptcharakter in der Form XV Zo" darstellen läßt, wo jeder 

der Exponenten m„ einen der Werte 0, 1 hat. 

Dies ist nun anf genau zwei Weisen möglich. Die eine mög- 
liche Darstellung erhält man für n, = ■■■ = »^ = 0, die andere 
gewinnt man aus folgender Überlegung: es sei 
D = e.2'.P.(2', 

worin P positiv, angerade and qnadratfrei, Q ungerade and « ^ ± 1 
sein solL 

Pn •■•jpp seien die in jP enthaltenen JPrimteiler. Ferner sei n 

eine zu J) teilerfremde, positive Zahl. (— ) bedeute bei ungeradem 

» das Jacohiscbe Symbol; bei einer geraden ZaH ti, für welche 
2*.«' die Zerlegung in eine Potenz von 2 und eine ungerade Zahl 
sei, werde (Kir ungerades D) 

iD\ {J>\^ {D\ 
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definiert. Dann ist 
für nagerades n 



© = (^);©'(^) = a)H 



für gerades », also für » = 2* . «', wo «' ungerade und 6 >■ ist, 
P— 1 
D = l (mod 4), c = 0, e = (- 1) ^ 
nnd, weil Q* = 1 (mod 8) ist, 

B = ±P {mod 8), 
also') . 

(1) = © 

nnd daher 

Mit Hülfe dieser Pormeln können wir nun zeigen, daß sicli 
unter allen Umständea eine Kombination t»,, ..., m, der Zahlen 
0, 1 so wählen laßt, daß für jedes zn D teUerfremde n (>- 0) 

n;C-(.) = (4) 

ist. Es ist nämlich für ungerades D oder für D ~ 4 (mod 16) 

(4) = (^) = ,(»).-.(»). 

Für B a -4 (mod 16) oder i) = 16 (mod 32) ist 

P— 1 

je nachdem also e ■ (— 1) gleich + 1 oder — 1 ist, ist 

1) Da ja für ungerades D 



D,„i,z.d , Google 



Für Z) s 8 (mod 32) ist 
Mr D s-8 (mod 32) ist 
Für i) s (mod 32) ist 



wenn »«1+, gleich oder 1 gesetzt wird, je nachdem £•(—!) 
gleich + 1 oäer — 1 ist, nnd mj^ gleich oder 1 gesetzt wird, je 
nachdem c gerade oder ungerade ist. 

Aus diesen Gleichungen ergibt sich nnmittelbar eine Bestim- 
rnnng der Zahlen m, , ...,m^ entsprechend der gestellten Bedingung ; 
und zwar ist dabei 

fiirP>l 

m. = ... = m^= 1, ß>l, 

für P = 1 und ungerades c ^ 3 
m, = 1, 
für P 5= 1, gerades c und e = — 1 

(Andere Fälle sind nicht möglich, weil D kein Quadrat sein darf.) 
Fs ist also stets mindestens einer der Exponenten f»„ von 

verschieden. 

Somit gibt es ein Produkt fj xT"' ^^^ ^"^ IT %l formal ^er- 

a o = l 

schieden ist und das für jedes darstellbare n seinem Werte nach 
mit I— I übereinstimmt. Andrerseits ist für jede darstellbare Zahl 
» die Diskriminante D quadratischer Best modulo 4n und deshalb 



(Dies folgt anch bei geradem i 

Demnach stellt das Produkt H Zn " ^^^ Hauptoharakter dar. 
Es gibt also mindestens zwei formal verschiedene Produkte rij:^'', 
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dnrcli welche der Haapteharakter sich aasärüchen laßt. Andrer- 
seits gibt es nicht mehr als zwei solche Produkte, wie jetzt be- 
wiesen werden soll. 

Wir gehen aas von folgendem elementaren Satz : wird jedeim 
K (a ^ 1, ..,, v) einer der Werte ±1 (= cj willkürlich zugeordnet'), 
so gibt es eine zn B teilerfremde Zahl r von der Art, daß für 
jedes a 

l^{r) = £„ ist. 

Dies ergibt sich so : für ein einzelnes a (< X) kann man der 
Fordemng lg{r) = «„ (bei gegebenem £„) dorch Erfüllnng einer 
Kongmenz 

r = Hg (modpj 
genügen, in der für n„ entweder ein beliebiger, dorcb p„ nicht 
teilbarer quadratischer Rest oder ein beliebiger Kichtrest modnlo p„ 
za setzen ist. Die aoßerdem eventaell vorhandenen Bedingungen 
(r, 2) = 1 (bei geradem D) nnd ?„(») = t^ (für a>- 1) lassen sich 
erfüllen, indem man r anf eine bestimmte, zu 2 teilerfremde Rest- 
klasse modulo 8 beschränkt. Die verschiedenen Bedingongs - Kon- 
gruenzen für r, auf die wir so geführt werden, haben eine ge- 
meinsame Losung, da die auftretenden Moduln zu je zweien teiler- 
fremd sind, und diese Lösung r ist offenbar zu D teilerfremd. 

Ks läßt sich also stets eine Zahl r von der verlangten Be- 
schaffenheit bestimmen. Zugleich ist ersichtlich, daß die Funktion 
Z„(m) für jede (positive) Zahl ans der arithmetischen Reihe Dx + r 
(worin x alle ganzen Zahlen durchläuft) den Wert s„ hat. 

Nehmen wir jetzt an, es gäbe ein Produkt fj Xa "t das weder 
™'* n Xa ^och mit n Za " formal übereinstimmt und durch das 
der Haapteharakter ausgedruckt wird; dann enthielte jedes der 
Produkte II Za " "id H x^" *"" mindestens einen ungeraden Ex- 
ponenten; man könnte daher jedenfalls eine Kombination t„ ..., e^ 
von reellen Einheiten derart wählen, daß H' «"" und H* t^" "^ '"" 
beide den Wert — 1 hätten, sodaß 

__!!;«."• = +1, „n;C' = -i 

wäre. Nun werde eine zu D teilerfremde Zahl r so bestimmt, daß 
für die (positiven) Zahlen der arithmetischen Reihe (Dx + r) jede 

1) «a bezeichnet den Wert, weldier a zugeordnet ist. 



D,gH,zed.y Google 



der V Sanktionen i„ den entsprecbenden Wert «„ annimmt (was ja, 
vie eben bewiesen, möglich ist). In der arithmetischen Reihe 
kommen jedenfalls Primzahlen vor^). p sei eine dieser Primzahlen, 
Bann ist 

also 

(y) = j;C'W = +l- ((Rfl) = l-) 

D ist also quadratischer Rest modulo p, für p = 2 ist D 
quadratischer Rest modale 8, allgemein ist B quadratischer Rest 
modulo 4; also ergibt sich auf jeden Fall, daß D modulo 4j> qua- 
dra:tiscber Rest, mitbin p durch Formen der Diskriminante D dar- 
etellbar ist (da ja ;j zu Z> teilerfremd ist). 

Gemäß unserer Annahme würde bieraas folgen, daß 

n' xt-'ip) = iv cHp) = w ^r- = - 1 

o=l o=l 0=1 

wäre. IX x«" könnte also nicht gleich dem Haaptcbarakter sein. 

Unsere Annahme stellt sieb somit als falsch heraus, und es 
ergibt sich, daß der Hauptcharakter auf genau zwei Weisen durch 
ein Produkt JJ x^" ausdrückbar ist. Dasselbe gilt für jeden durch 

ein Produkt JJx^" darstellbaren reellen Charakter (wie vorhin 

bewiesen). Es stellen folglich die 2' Produkte JJ x^" genan 2*"' 

verschiedene reelle Charaktere dar. 

Wir gehen nun darauf aus, zu zeigen, daß dies alle reellen 
Klassen - Charaktere sind. Hierza ist es ausreichend, zu beweisen, 
daß es nicht mehr als 2'~' zweiseitige Klassen gibt. (Denn die 
Anzahl u der zweiseitigen Klassen ist ja gleich der der reellen 
Charaktere.) Dieser BehauptuDg läßt sich wiederum eine andere 
Form geben. 

Nach einem elementaren Satz^ enthält jede aiubige Elaese 
(mindestens) eine zweiseitige Form, d. h. eine solche Form (a, i, c), 
in der 

b = (mod a) 

1). Daß O au B diese Scblußweise noch nicht anwenden konnte, wai der 
Grand, weshalb er nötig hatte, die Theorie der temärea Formen heranzuziehen. 
(Vgl. im Vorwort.) 

2) Siehe z. B. in dem (bereits erwähnten) Lehrbuch von Söguier („formes 
quadr. . . ."), 8. 42—44. 
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ist. Ba wir (a, b, c) durch jede parallele Form ersetzen können 
(onbeschadet der Zogebörigkeit za der betreffenden zweiseitigen 
Klasse), so folgt, daß jede zweiseitige Klasse entweder eine Form 
(a, 0, c) oder eine Form (a, a, c) enthalten muß. Eine Form von 
einem dieser beiden Typen möge als „zweiseitige Normalform" 
oder -aach kurz als „Normalform" bezeichnet werden. Die Anzahl 
aller zn einer Diskriminante D gehörigen zweiseitigen Normal- 
formen läßt sich in einfacher Weise bestimmen. 

Zn dieser Bestimmung gelangt man auf 6rund der Tatsache, 
daß jeder Normalform (a, 0, e) vermöge der Gleichtmg 



eine Zerlegung von -j- in zwei zu einander teilerfremde Faktoren 
rf,, rf, und jeder Normalform (o, a, c) auf Grund der Gleichung 
7) = a(a-ic) 

eine Zerlegung von D in zwei Faktoren t^,, d^ entspricht, bei 
welcher d, — d, durch 4 teilbar und 



ist. (Die Beziehung zwischen der Normalform und der Zerlegung 
soll so hergestellt werden, daß im ersten Fall 

a = d„ -c = (?,, 
im zweiten Fall 

a ^ d,, a — 4c ^ d, 
gesetzt wird.) 

Umgekehrt erhält man aus jeder Zerlegung von B auf eine 
der angegebenen Arten eine zweiseitige Normalform, nämlich aas 

J> = 4d,(i, die Normalform {d„ 0, -d,) 
und aus 

D = d,d, die Normalform Id^, d,, ——£-—] 

der Diskriminante D. 

Bei negativen Diskriminanten (für die ja nur positive Formen 
zugelassen werden) findet die Einschränkung statt, daß 
d.>0 

sein muß, während für positives D aus jeder der in Betracht kom- 
menden Zerlegungen wieder eine solche gewonnen wird, wenn mau 
d,, d, durch — d,, —d, ersetzt. Bezeichnen wir daher mit N^ die 
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Anzahl der Zetlegnngen B = 4d, t?, , bei denen (d, , d,) = 1, ti, =s- 
ist, mit N^ die Anzahl der Zerlegaogen D = d, d, , bei denen 

d, = d, {mod4), (d,, ^^~A = 1 

und d, ::=- ist, so ist die Anzahl aller zolässigen Zerlegongen 
gleich N, + Jf, für D <; 0, 
gleich 2(N,+ N,) für Z)>0. 
Da die Zaordnimg der Zerlegungen ku den Normalformen niu- 
kehrbar eindeutig ist, so ist aach die Anzahl der zweiseitigen 
Normalformen der Diekriminante D gleich N^ + N, oder gleich 
2 (N, + J?,), je nachdem D negativ oder positiv ist. 
Ntm hat in allen Fällen N^ + N, den Wert 2'. 
Denn 1) für D = 1 (mod 4) ist ^, = 0. Bei einer Zerlegung 
D = d^d, ist die Bedingung d, = d, (mod 4) von selbst er- 
füllt, and es ist Id,, ' * j = 1 dann nnd nnr dann, wenn 

(d, , d,) =i= 1 ist. Folglich ist N^ gleich der Anzahl der Zer- 
legungen von D in zwei teilerfremde Faktoren, von denen 
der erste positiv ist, also gleich 2*. N^ + N^ ^ ^ = 2'; 
2) für D = -4 (mod 16) ist offenbar JV, = 2^. Für die Zer- 
legungen D = d^d, bedeutet die Forderung d, = d, (mod 4), 
daß d, = d, = 2 (mod 4) ist. Ist diese Bedingung erfüllt, so 

ist von selbst -^ ~ = — 1 (mod 4), ■ 'Z -— = — dj = 2 (mod 4), 

d^-d, . , , 
- - ,- ■ ist also 
4 

und nur dann, yy^uu i-ö"> ~5" 

N, = 2^ ist. Wir erhalten also -W. + ?f, = 2 . 2^ = 2 

3} für D = + 4 (mod 16) sind die Bedingungen d, = d, (mod 4), 

(d,, - ' . — ] = 1 für eine Zerlegung D = d,.d, unvereinbar, 

mithin ist N, = 0. N, ist wieder gleich 2*. 
N^ + N, = 2' = 2'; 
4) für D = S (mod 16) läßt sich die Forderung d, = d, (mod 4) 
nicht erfüllen; 
für 2) = 16 (mod 32) ist sie unverträglich mit id^, ' - j — '-l = 1. 

In beiden Fällen ist also N^ = 0. Femer ist J/, = ^'*'\ 
da bei der Zerlegung D ^= 4d,d, nur entweder d, oder d, 
gerade sein darf. Somit ist N^^+N^ = 2**' = 2'; 
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5) för i) s (mod 32) ist ^, = 2'+'. Für die Zerlegnng l) = d,d^ 

besagen die Bedingtmgeii d, = rf, (mod 4), [d,, — H— — ) = 1, - 

daß eine der beiden Wahlen d,, d^ kongraent 4, die andre 
kongruent modiüo 8 ist nnd daß {d„ d^). = 4 igt. Es er- 
gibt sich daher N, = 2**'. N, + N, = 2^" = 2'. 
Somit er^bt sich allgemebi als Anzahl der zweiseitigen Normal- 
formen 2' für eine negative, 2'+' für eine positive Diskriminante. 
Znm Beweis der Behauptung , daß höchstens 2""' ambige 
Klassen existieren, genügt es also, nachzuweisen, dafi in jeder 
zweiseitigen Elasse für i) <:; mindestens zwei, für Z> > min- 
destens vier Normalformen enthalten sind. 

Daß nnn jede zweiseitige Klasse mindestens zwei Normal- 
formen enthält, ergibt sich einfach folgendermaßen: wie bereits 
erwähnt, enthält jede zweiseitige Klasse mindestens eine Normal- 
form, also entweder eine Form (a, 0, c) oder eine Form {a, a, c). 

Mit einer Form (a, 0, c) ist aber die Normalform (c, 0, a), mit 
(a, a, c) die Normalform (4c — a, 4c — a, c) äq^aivalent. (Der Über- 
gang von der ersten Normalform zn der zweiten findet das eine 

Mal dnrch die Sabstitntion L ^j,.das andre Mal durch die Sub- 
stitution ( g _ . j statt.) Falls also nicht etwa (a, 0, c) mit (c, 0, a) 

oder (a, a, c) mit (4c — a, 4c — a, c) identisch ist, so sind wir sicher, 
daß die betreffende zweiseitige Klasse zwei Normalformen enthält. 

Jener Ausnahmefall kann aber, wie man unmittelbar sieht, 
nur bei negativer Diskriminante eintreten. Da für eine solche 
nur positive Formen in Betracht kommen and da außerdem die 
Formen primitiv sein müssen, so gibt es nur zwei Formen, bei 
denen die Ausnahme stattfindet, nämlich (1, 0, 1) und (2, 2, 1). 
Diese Formen haben aber beide die Diskriminante (—4) und ge- 
hören zur Haaptklasse (da sie die Zahl 1 darstellen), sodaß die 
Klasse, der diese Formen angehören, auch zwei Normalformen 
enthält. 

Hiemach bleibt nur noch übrig zu zeigen, daß für D >■ in 
jeder ambigen Klasse vier Normalformen vorhanden sind. 

Dazu machen wir Gebrauch von einigen elementaren Sätzen 
über die redncierten Formen. 

Eine Form positiver Diskriminante (a, b, c) beißt reduciert, 
wenn 

\[D>b, h:^.\ß-2\a\, ft>\/ß-2|c| 
ist, und es gilt der Satz, daß zu jeder reducierten Form f eine 
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Folge von 2» redncierteo Fonnen f,, ..., fn existiert % deren erste 
mit f fibereinstimmt and die alle von einander verschieden sind, 
wo ferner für 1 £ v ■<; 2n die Form /"^^ zu f, nnd außerdem /", zu 
/'„ benachbart^) ist. Man bezeichnet diese Formenfolge als die 
Periode') von f.. 

Ist speciell f eine zweiseitige (redacierte) Form, so folgt ans 
der Tatsache, daß f, zn /'^ benachbart ist, (da zngleidi mit (a, &, e) 
auch (c, h, a) eine redncierte Form ist) daß die Formen f^ nnd /',„ 
aGeföhrten" *) sind. Hierana läßt sich weiter leicht schließen, daß 
(für J, = 1, . . ., w) fi and /ii^+i Q-efährten sind, insbesondere gilt 
dies also auch für /j, nnd /„^.,. Da andrerseits /'„^., zu f„ benachbart 
ist, so ergibt sich, daß f^^ eine zweiseitige Form ist. Aach ist 
sicher f^^ von /", verschieden, da 1 -c n + 1 < 2» ist. 

Die Periode einer zweiseitigen redocierten Form enthält also 
mindestens zwei zweiseitige Formen, nnd da alle Formen einer 
Periode zu derselben Formen-Klasse gehören, so erhalten wir den 
Satz: eine Klasse, in der eine zweiseitige redncierte Form ent- 
halten ißt, enthält jedenfalls zwei zweiseitige redncierte Formen. 

Es soll nun eine Beziehung hergestellt werden zwischen den 
zweiseitigen Normalformen und den zweiseitigen redncierten For- 
men. Dazu ist zunächst folgendes zu bemerken: die zweiseitigen 
Formen lassen sich danach in zwei Arten scheiden, ob 

& = (mod 2«) 
oder 

h = a (mod2o) 

ist. Diese Unterscheidung gilt insbesondere auch für die zwei- 
seitigen reducierten Formen. 

Betrachten wir zunächst die zweiseitigen reducierten Formen 
der ersten Art. Zu einer solchen Form gibt es eine (eindeutig 
bestimmte) parallele Normalform (o, 0, c). Dieser ist wiederum die 

1) n ist eine durch f bestiminte positive Zahl, 

2) Eine Form («', V, (f) heißt zn (a, b, c) benachbart, wenn a' = c und 
b' = — h (mod 2«') iet. Genauer nennt man (a\ h', &) zu (o, 6, c) „nach rechts 
benachbart", (a, b, c) zu (a', b', c") „nach linka benachbart", und es gilt der Satz, 
daß zu jeder reducierten Form stets eine und nur eine nach rechte benachbarte, 
und ebenso eine und nur eine nach links benachbarte reducierte Form existiert. — 
Zwei benachbarte Formen sind stets äquivalent. 

3) Der Name „Periode" hat darin seinen Grund, daß bei fortgesetztem Über- 
gang Ton einer reducierten Form zu ihrer benachbarten die Formen ^i, . . ., f,„ 
periodisch wiederkehren. 

i) „Gefährten" nennt man zwei Formen, die aus einander durch VertaaschuDg 
der beiden äußeren EoefQcienten entstehen. 
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Normalform (c, 0, o) äquivalent. Ist mngekehrt ein Paar von 
NormaJformen («', 0, c'), (c', 0, o*) gegeben, so ist zufolge der Glei- 
chiing 

D = i\a'\.\c'\ 
(and da D kein Quadrat ist) nnter den Zahlen a', c' eine und nur 
eine absolut kleiner als -^- Diese verde mit a and diejenige 
von den beiden Formen, deren erster Koefficient a ist, mit (a, 0, e) 
bezeichnet. Man kann nan eine zn (a, 0, c) parallele Form (a, b, c) 
stets, und zwar nur aof eine Weise, so wählen, daß 

ist. Dies ist dann eine zweiseitige Form der ersten Art, weil 
6 = (modSa) 

sein mnß. Ferner ist sie rednciert; denn da 2|a|<: \/D ist, sO' 
folgt ans den IJngleichangen iör h 

b^O, \fß~b>.0 
2|a|<\/5 + 6, 0<(\/^-6).2|a|<i>-fc' 
i\JD-b).2\a\^4\a\.\c\. 
\fD-b^2\c\, b>\fD-2\c\, 
und diese Ungleichang in Verbindung mit den für 6 vorgeschrie- 
benen Ungleichungen besagt, daß (a, b, c) eine reducierte Form ist. 
Andrerseits sieht man leicht, daß keine zu (c, 0, a) parallele (zwei- 
seitige) reducierte Form existiert. Somit ergibt sich eine umkehr- 
bar eindeutige Beziehung zwischen den zweiseitigen reducierten 
Formen der ersten Art (bei denen b durch 2a teilbar ist) und den 
Normalformen-Paaren (a', 0, c"), (c', 0, «'). 

Nehmen wir nnn eine zweiseitige reducierte Form der zweiten 
Art, bei der also b ~ a (mod 2«) ist. Diese ist äquivalent mit den 
beiden Normalformen 

(o, a, c), (4c — a, 4c — a, c). 
Andrerseits ist bei einem gegebenem Paar von Hormalformen 

(af, a', c'), (4c'— a', 4c'— a', c*) 
zufolge der G-leichung 

D = |a'|.|4c'-«'| 

eine und nur eine der beiden Zahlen a', 4c'— a' absolut kleiner als 
\/D. Diese werde mit a bezeichnet. 
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Ist nau 2 1 a I < \/I>, dann bedente (a, b, c) die eiadeatig be- 
stimmte, za (a, a, e") parallele Form, bei der 

ist. In dieser ist dann b>-ö. 

Ist 2 I fl I >- V^, dann soll (o, b, c) diejenige ztf (a, a, c') parallele 
Form bedeuten, bei der & ^ | « | ist. 

Für diese ist dann 

\(D:>6>0>VS-2|a|; 2\a\ = 2b^\/D + b. 
In beiden FäUea' ist also 

^>b>\jD-2\a\, 2\a\<\/D + b, 
und daraas folgt ebenso wie vorhin, daß (a, b, e) rednciert ist. 
Außerdem ist offenbar (a, b, c) eine zweiseitige Form der zweiten Art. 

Eine andre xa (a, a, e') parallele redncierte Form gibt es offen- 
bar nicht, nnd zn (4e' — tr, 4c' — o, c') gibt es (wie leicht ersichtlich) 
überhaupt keine parallele redncierte Form. 

Es lassen sich demnach die zweiseitigen reducierten Formen 
der zweiten Art umkehrbar eindeutig den Normalformen -Paaren 
(fl', a', c'), (4c' — a', 4c' — a', c') zuordnen. 

Im ganzen ergibt sich also, daß jeder zweiseitigen redacierten 
Form umkehrbar eindeutig ein Paar von zweiseitigen Normalformen 
entspricht, wobei zu beachten ist, daß jede der zweiseitigen redu- 
cierten Formen bezüglich den beiden Formen des zugeordneten 
Paares äquivalent ist, sodaß die redncierte Form zusammen mit 
dem entsprechenden Normalformen - Paar einer Klasse angehört. 

Nun existiert, wie bereits bewiesen, in jeder ambigen Klasse 
ein Paar von Normalfonnen, daher muß es darin auch eine zwei- 
seitige reducierte Form, mithin auch (nach dem vorhin erhaltenen 
Satz) mindestens zwei zweiseitige reducierte Formen geben, und 
daraus folgt wiederum, daß jede zweiseitige Klasse mindestens 
zwei Paare von Normalformen, d. h. mindestens vier Normal- 
formen enthält. Das sollte aber gerade gezeigt werden. 

Somit ist vollständig bewiesen '), daß die Anzahl a der ambigen 
Klassen wie der Charaktere höchstens gleich 2""' ist; daraus folgt 
aber auf G-mnd der früheren Überlegungen, daß diese Anzahl genau 
gleich 2*"' ist und daß eich jeder reelle Charakter darstellen läßt 
durch zwei Produkte JJ' x^ ". 



1) Die angewandte Beweismethode rührt von Q an Q (Düq. arithm. Art. 257 — 59) 
her. (Siehe im Vorwort.) 
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Ans dieser Tatsache können wir zwei wichtige Folgertmgen 
ziehen. 

Es sei p eine zn D teüerfremde Frimzi^ and quadratischer 
Rest modtüo D; dann ist 

h(P) = ^ ^^'^ a^ 1, ..., V, 
folglich 



n;C-w - (I) = 1, 



snd ' darans folgt (wie fr&her), daß p darstellbar ist. Da femer 
ZaiP) = ^a(P) *= 1 >8t (für a = 1, ..., v), 80 haben für die Klassen, 
in denen p dargestellt wird, alle Charaktere j;^ (u := 1 v), mit- 
hin auch sämtliche reellen Charaktere, die ja maltiplikativ ans den 
%^ zusammengesetzt sind, den Wert 1. Also wird p im Haupt- 
geschlecbt dargestellt. 

Es sind demnach alle Primzahlen, die den arithmetischen Beihen 
Da:'+«' angehören, für welche («, D) — 1 ist, darstellbar im Hanpt- 
geschlecht. 

Die andere Folgerang, die wir aas dem gefundenen Satze 
ziehen, betrifft die Aufgabe, von der oitsere Betrachtung ausging, 
die reellen Klassen-Charaktere dnrch eine geeignete Definition zu 
reellen Zahlcharakteren zu erweitem. Diese Aufgabe läßt sich in 
folgender Weise lösen: fiir jedes k (a = 1, ..., v) definieren wir 
eine Fnnktion x„{n), welche gleich ist für (i), k)>-1 nnd sonst 
dieselben Werte hat wie ^„(n). (Die Definition bezieht sich nur 
atif positive n.) Dann ist stets 

z«(«.)-L(".) = x«(«i-n.); 

femer ist für «, = », (mod D) 

L(«.) = z„(«.)- 

Drittens ist z„(l) = 1. Also ist fa ein (reeller) Zahlcharakter 
modnlo D, der für jedes darstellbare » denselben Wert hat wie 

Z.(")- 

Da jedes Produkt von reellen Zahlcharakteren modnlo D wieder 
«inen solchen Zahlcharakter ergibt und andrerseits jeder reelle 
Klassen-Charakter sieb dnrch zwei verschiedene Produkte der Form 
JX xy ausdrücken läßt, die aus einander durch Multiplikation mit 

TlxT" hervorgehen, so folgt der Satz: zu unem reellen Klassen- 

C^iarakter x lassen sich stets zwei verschiedene reelle Zahlcharak- 
tere modnlo D angeben, die für jede darstellbare Zahl n denjenigen 
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Wert annelunen, den % f""" ^'^ Klassen besitzt, in welchen n dar- 
gestellt wird, nnd zwar stehen diese zwei Zablcharaktere in der 

Beziehong, daß ihr Prodokt gleich f — j ist (falla für («, D)>1 

dem Zeichen ( — j der Wert beigelegt wird, sodaß für jedes 
positive n 

{^) = xT'{n)...-^^{n) ist) 

§ 3. Die Dirichletsche Identität. 

Nachdem wir jetzt die nötigen Vorbereitongen getroffen haben, 
können wir daran gehen, die grundlegende, von Dirichlet gefundene 
Identität za beweisen, die den Ansgangspnnkt bildet för alle bis- 
herigen Beweise des Satzes, daß jede primitive Form der Dis- 
kriminante D unendlich viele Primzahlen darstellt. 

Es sei X irgend ein (reeller oder komplexer) Klassen-Charakter. 
Für jede darstellbare Primzahl p gibt es zwei verschiedene Dar- 
stellungen. Findet die eine Darstellnng in der Klasse Kj, statt, 
dann findet die andere in K~' statt (wobei J^' nicht von K^ ver- 
schieden zu sein brancht). Es läßt sich also za jeder darstellbaren 
Primzahl eine Klasse Kj, so wählen, daß die Darstellongen von p 
bezüglich in den Klassen K^, K~' stattfinden. 

Wir bilden nun die Summen 

erstreckt über alle darstellbaren Primzahlen. 

Diese Summen konvergieren absolut für jedes komplexe 
s = a + ti, 
dessen reeller Teil 



2— M konvergiert absolut für ff>-^; also konvergiert das 
P ^ 
Produkt 

1 
1- 

für ö >- 1 absolut. 
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Wird daher für a: > 1 



gesetzt (wobei unter P(a;) der Wert 1 za verstehen iat, falls alle 
darstellbar«! Primzalilen >■ x sind), so existiert für ff ::> 1 

, Um P(a:). 

ar=co 



1 s »'(g,) s laa 

J. 
f 






1 1 



z(g,-) 
p' 






- 1+ S 



z(j;) + »(irr) 



wo die anendliche Summe für >■ absolut konvergiert. Setzen 
wir in dem Produkt P{x) für die einzelnen Faktoren die Smnmen- 
Ansdräcke ein, so folgt, da die endlich vielen absolut konvergenten 
Reihen gliedweise aasmnltipliciert werden därfen, 

p(,T) = 1+1' i-njx(-s;)+«(g,-)l. 

m ^ 2 ™* p/m 

wobei die unendliche Summe nar über diejenigen Zahlen m za er- 
strecken ist, deren Primfaktoren sämtlich unter den p vorkommen 
and alle <a: sind. Das Zeichen pjtn bedeutet, daß das Produkt XI 
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über ^e in f» anfgehenden Primzahlen zn erstrecken ist; femer 
ist der auftretende Exponent n gleich dem Exponenten der höch- 
sten in ffi anfgeheoden Potenz von p za wählen. 

Nun tritt, wie im ersten Paragraphen bewiesen wnrde, in der 
formalen Entwicklung des Produktes 

p/m 

jede Klasse K gerade so oft aja gnmmand auf, wie es verschiedene 
DarstelloDgen von m in £" gibt. 

Werden andrerseits die Sammanden dieser Entwicklang mit 
K"',...,K'" bezeichnet, so ist nach der Gmndeigenschaft der 
Klassen-Charaktere 

nlz(^;) + x(fir)| = z(K">) + - + xiE'^ = Iln{m,E)x(K), 
i>/m K 

wobei K in der Summe alle verschiedenen Formen-Klassen daroblänft 
und n{m,K) für jedes zu D teilerfremde m die Anzahl der ver- 
schiedenen Darstellungen von m durch die Klasse E bedeutet. 
Dabei ist für jede darstellbare Zahl m 

^n{m,E) = r = 2\ 

wo Tn die Anzahl der verschiedenen Primteiler von m bezeichnet. 
Sedeatet T„ die Anzahl der Divisoren von m, so ist o'ffenbar 

Also ist 

Somit ergibt sich 

wobei die unendliche Somme über alle darstellbaren Zahlen zn 
erstrecken ist, deren Primfaktoren alle ^x sind. 

(Es ist zu beachten, daß '^n{l,E)xiE} = 1 ist.) 

P(«)= l;'42«('«,-s:)z(£)+ S' i-S«('«.£)z(^- 

M = l »« 5r m = x + l *» X 

I Allgemein soll für positive u, v und u^v das Zeichen 2 fi") tlas- 
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selbe bedenten wie 2 fi**)i ebenso soll S [{*>■) gleichbedeatend 



iin mit 2 /'(«)-\ 



sem 

Nun ist 






OO 7» 



Da für ff :> 1 



konvergiert, so ist 

Daraus fotgt 

lim P(rt)= lim S' 4S"(»',^)Z(X), 

wobei die Sanune rechts über alle darstellbaren m {^s) zu er- 
strecken ist; denn die Bedingung, äafi alle Primfaktoren ^x sein 
sollen, ist für diese m von selbst erfüllt. 

Berücksichtigen wir, daß die Summe 2' ^her alle zu D 
m = l 
teilerfremden Zahlen m (^x) erstreckt werden kann, da für die 
nicht darstellbaren m die Zahlen H(m,K) (gemäß i^rer Definition) 
von selbst gleich sind, beachten wir femer, daß für jedes K 

V '^('"' ^'> 
m' 

für tf >■ 1 absolut konvergiert, so finden wir 

limP(«)=lim S' 4-S»('",-B1im 

x = cx>K »1=1 *" K I m=\ , ^ 

und indem wir für lim F{x) den Frodukt-Ansdruck einsetzen. 
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f^)(I 



= Sz(^) S -^^^ 






Diese Gleiclmng besteht für ff >■ 1, and in dieser Halbebene sind 
die Summen rechts absolut konvergent. 

Es kommt non darauf an, dem Ansdrnck auf der rediten Seite 
der Gleichung eine andere Gestalt zu geben. 

Dazu stellen wir folgende Überlegung an: es sei i> = {a,h, c) 
eine Form der Klasse K. Dann ist n{m, K) die Anzahl der ver- 

Bohiedeuen Formen (m, /, h), in die t durch eine Substitution ( \) 

der Determinaute 1 übergeführt werden kann, woßei zwei solche 
Formen nur dann als verschieden angesehen werden, wenn ihre 
zweiten Koefficienten modulo 2m verschieden sind. Hieraus folgt, 
daß bei festem a, y die verschiedene Wahl von ß und tf keine Ver- 
schiedenheit der Darstellang hervorruft, anders aasgedrückt: be- 
zeichnen wir parallele Formen als gleich, so gehört zu einem 
Wertepaar «, y, für welches ^{a, y)' = m ist, stets die gleiche 
Form (m, l, U). Fs gilt aber nicht auch umgekehrt der Satz, daß 
dnrch die Form (m, l, k) das Wertepaar «, y eindeutig bestimmt 
ist. Vielmehr verhält es sich damit so, daß zu einer Form (m, l, k) 
so viele Wertepaare «, y gehören, wie es Substitutionen der De- 
terminante 1 gibt, welche die Form ^ in sich überführen. Diese 
Anzahl von Substitutionen ist gleich der Anzahl der Lösungen 
der Pellschen Gleichung 

t'-Du' = 4, 

nnd wenn a, y eines der zu (m, l, k) gehörigen Wertepaare ist, so 
erhält man die Gesamtheit dieser Wertepaare dargestellt durch 
die Gleichungen 



worin t, u irgend eine LÖsong der Pellschen Gleichung bedeutet '). 
Was nun die Anzahl von Lösungen der Feilschen Gleichung 
betrifft, so gibt es 



1) Diese Sätze aus der Z&bleatheorie sollen als bekannt vorausgesetzt werden. 
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1) für i> <: — 4 nur die beiden Lösangen * ^ ± 2, w ^ 0. 

Zn diesen Lösangen kommen 

2) für i> = — 4 die zwei Lösungen ( = 0, u = ± 1, 

3) für 2) =s= — 3 die vier Lösangen / = ±1, m = ±1 hinzo; 

4) für i) >- gibt es nuendlicli viele Löstmgen. Bezeiclinen 

wir, wenn t, « eine solche Lösong ist, ä^ — als eine „Pellsche 

Einheit", so lassen sich sämtliche (zar Diskriminante D gehörigen) 
Pellschea Einheiten durch die kleinste oberhalb 1 gelegene PeU- 

sehe Einheit ^-^ — , die sogenannte Fundamentaleinheit, aus- 
drücken in der Form 

wobei n eine ganze Zahl ist, die positiv, nall oder negativ sein kann. 
(Aus der Definition der Fandamentaleinheit folgt anmittelbar, 
daß r^CTVD^O sein muß.) — 

Zanächst ergibt sich hieraus, daß für negatives D jeder 

der n {m, K) Darstellongen einer (zo D teüerfreinden) Zahl m eine 

endliche, nur von D abhängige Anzahl (i)) von Wertepaaren a, y 

und somit von associierten ') Daretellongen entspricht, and zwar ist 

1? = 2 fdr D < -4 

7] = i für D = —4 

tj = 6 für D = -3. 

Es ist also 

WO tt, y. alle Paare gimzer Zahlen durchlaufen, für die (a, y) = 1 
nnd {^ (a, y), D) sss 1 ist. (Die Forderung ^ {«, y) >■ ist bei 
negativem D für die zulässigen Formen ^ von selbst erfüllt. — 
Man beachte, daß die Umordnung der G-lieder in der anend- 
lichen Reihe i\ • S — ^-^i — wegen ihrer absolaten Konvergenz 

zulässig ist.) 

Es kommt nan darauf an, für positives D eine entsprechende 
GMeichung zu finden. Die Form ^ = (a, b, c) werde in K so ge- 

1) GemäB der früher gegebenen Definition heiQen zwei DaretelluDgeD asso- 
cüert, weim sie es derselben Ko^niwuwund gehören. 
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wählt, daß öi'>- 0, 6 ■< ist. Da wir die dargestellte Zahl »i stets 
positiv annehmen, so ist für jede Darstellung ^(ce, y) = m, zufolge 
der Gleichnng 

4am = (2aa + hyf - By', 
ly.VSj^ \2aci-\-by\. 
Nun ist für eine zu i>{ti,'y) associierte Darstellung ^{a.','/) Ton m 

y' = aMK + — ^y = (2att + by)^ + y-^, 
t 2 ■*■ 2 ' 

t + uy/D _ _^ fT+U\fD \' 
2 ~ -\-^~2 )• 

Setzen wir dies alles ein, so erhalten wir 

^~ 2\/D \-\ 2 }\ 

Gremäß der eben abgeleiteten üngleichong stimmt das Vor- 
zeichen der Ausdrucke 

{2aa + by) + y SJD, (2ac + iy) - y \/5 

mit dem Vorzeichen von 2aa + hy iiberein, und daraus folgt, daß 
je nach der Wahl des Vorzeichens der Pellschen Einheit 

der Ansdmck für y' entweder die Form 

j,/ r+gV5 \' ^i T-ü\ß ^ 

oder die Form 

annimmt, worin JP,, Q, positive Größen bedeuten. 
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Wir wollen die Abbängigkeit der Zahl y' von dem Exopnenten 
t dadarclL zmn Aasdrnck briagen, daß wir 



Wenn » von (—00) bis (+00) ganzzahlig zoninunt, so nimmt 
y„ beständig zq, während y„ beständig abnimmt, und zwar ist 



lim y^ = 00, lim y^ ■= 00, lim /„ ^^ ~ 

n = co « = — 00 » = — 00 

(Dies liegt daran, daß 



lim y^^=—<x>. 



T+TJ\ß , 



T-U\fD _ ( T+U\fD \ ' 



2 -- -^ "">* 2 ~ \ 2 

Es muß daher ein eindeutig bestimmtes n (= nj derart geben, 
daß- 

ist; andrerseits gibt es kein n, für welches die üngleichongen 

gleichzeitig erfüllt sind. , 

Zu jedem Wert y^ von y' gehört ein Wert von «' (= «„), 
ebenso anch zu jedem y, ein «„. Der Übergang von dem Werte- 
paar ß,, y^ zu o:„_i, y^, geschieht vermittels der Gleichnngen 

_ T+bü 



2 



-a^+ct/y. 



Denn von a^, y^ zu «„, y„ findet der Übergang darcb Anwen- 
dung der Sabstitntion 



t„ + bu„ 



statt, wobei 



K+u^MD _ 



\-_U\ßX 
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gesetzt ist *) ; entsprechend iindet der Übergang von u, , y, 
"V-i > y«-! vermittels der Snbstiiation 



statt, tind andrerseits ist 



f"n-i 






5 —CU^ /-5 i 



(J 2 / \ ««- 2 

8oda£ man von a,, y^ zu a„_^, y„_^ Termittels der Substitution 

aU —2—/ \ -«fr —2- 

übergeht. 

Setzen wir »;=«,, so folgt gemäß der Bestimmung von «, 

(zufolge der Vorzeichen von a und i). 

Das Wertepaar a' = a„^, y' = y„^ genügt also den Unglei- 
chungen 

Diese lassen sich offenbar für « + «, dnrch kein Wertepaar 
a„,y„ befriedigen, aber auch durch kein Wertepaar «„, y„, da 
sonst für dieses j*^, < £ y„ wäre. (Es ist zu beachten, daß der 



I) Daa Wertepaar «,, r» stimmt entweder mit ft,v oder mit — (e, —y übeieio. 
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Übeigang von ä„,Yn ^^ "«-n j"«-! tlnrch Anwendnng cUr Sabsü- 
tatioa 



-aV 



cU 
T-bU 



geschieht.) 

Folglich wird das Wertepaar «„^, y„^ darch die Üngleichangen 
eindeutig gekennzeichnet. 

Somit ergibt sich folgendes: bezeichnen wir ein Wertepaar 
a,y aUs „bevorzagt", wenn 

ist, so gibt es zn jeder der n{m,K) Darstellnngen einer (darstell- 
baren) Zahl m genan ein bevorzngtee Wertepaar '). 

Setzen wir also rj = 1 für I>>-0, so gilt wiederum die 
Gleichung 

, - n{m,K) ^ -1 

worin rechts über alle bevorzugten Wertepaare «, y summiert wird, 
für welche 

(a,y) = 1, i/'(«,y)>0 und i'l'ia,Y),V) ■= 1 ist. 
I>ie Bedingung .^(()c,)'):>0 brancht übrigens nicht besonders 
hinzugefügt zu werden. Denn für ein bevorzugtes Wertepaar a,y 
ist von selbst 

also 

(a ist ja positiv.) 



l) Du Uer angewandte Verfahren der Auesonderung eines Wertepaarea 
sUmmt von Dirichlet („Recherchea . . .", Oes. Werke, Bd. I, S, 432—36). Nur 
insofeni weicht die AuBwahl der „beiorzugteo" Wertepaare voa der bei Dirichlet 
ab, ala bei dieeer ^ als eine Form gewftblt wird, deren erste beiden Koefficienteu 
:> sind, und als die UogleichnDgen bei Dirichlet lauten 
^ T — bU 

Für das folgende ist die im AnachlnS an Weber (Math. Ann., Bd. 20, S. 3IS) 
gewählte Normierang etwas bequemer. 
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Bildeit nun die Formen ^, , . . ., ^^ ein Bepräsentanten-System 
für die verscbiedenen Klassen Ki,...,E^ (das heißt: gehört für 
jedes « (ß = 1, ..., Ä) ^„ zac Klasse K^, wobei für positives D 
.in jedem ip^ der erste Koefficient positiv, der zweite negativ sein 
maß), so ist iur positives wie fär negatives D 

Die linke Seite dieser Grleicliung iat für ff > 1 gleich dem 
Produkt 

,1 



n- 



r 1- 



dasselbe gilt also von der rechten Seite. 

Es soll nnn bei der Snmmation über die Wertepaare «jy die 
Bedingung {a, y) = 1 aufgehoben werden. Dies ist gleicbbedentend 
damit, daß der Sninmen-Ausdrock mit der for ff >■ ^ absolat kon- 
vergenten Keibe 2~7ir ninltipliciert wird, in der«' alle positiven, 
zu D teilerfremden Zahlen darchlänft. Denn da man die Reihen 
S4r nnaS'— ^^(fär». = l, ...,A; ff>l) 

gliedweise ansmoltiplicieren nnd die Snmmanden der so entstehenden 
Reihe beliebig ordnen darf, so ist 

wobei jetzt a und y nicht mehr teilerfremd zu sein brauchen. 
(Die Üngleichheits-Bedingungen bei positivem D bleiben besteben; 
denn durch Multiplikation der Zahlen a, y mit einem gemeinsamen 
positiven Faktor (»'} gehen bevorzngte Wertepaare, und auch nur 
solche, in bevorzugte Wertepaare über. Desgleichen bleibt offenbar 
die Bedingung 

(^[.,(«,y),D) = 1 
erhalten.) 

Nun besteht für ff>J die Identität 

^^ = n^T-n— V- 

«^ " 9 1 __ P \ -±- 



,GoogIe 



— 47 — . 

wobei p wie bisher die darstellbaren, q die nicht darstellbaren, zo 
H teilerfremden Primzahlen darcbläuft nnd die Produkte absolat 
konvergieren. (Die Gleichnng wird ebenso bewiesen wie die ent- 
sprechende Prodtiktformel für £(s)}'). 

Fassen wir alles zasammen, so finden wir für >- 1 




y ^MY)" 



worin a,y fnr D<:0 alle, für D>-0 die bevorzugten Werte- 
paare dnrchlaafen, für welche bezüglich ^,{a,y) einen za D teiler- 
fremden Wert annimmt. 

Damit sind wir zu der Dirichletscben Identität gelangt. Auf 
der linken Seite dieser Identität steht ein onendliches Produkt, 
das für c» >- 1 absolat konvergiert. Dnrcb dieses Produkt wird 
für ff>-l eine Ftmktion LAs) definiert, die innerhalb des Defini- 
tionsbereiches von verschieden ist. Diese Funktion ist andrer- 
seits, wie die bewiesene Gleichung lehrt, durch eine für ff>l 
konvergente Dirichletscbe Reihe darstellbar. 

Fürs Nächste soll nun s anf reelle Werte beschränkt, also 
L.{sj als Funktion der reellen Variablen s betrachtet werden. 
Von dieser können wir anf Grund der Reihen-Entwicklung aus- 
sagen, daß sie in ihrem Deflnitionsbereich (für s >- 1) differentiier- 
bar ist. Die Reihen-Entwicklung liefert uns aber noch mehr; sie 
verschafft uns Aufschluß über das Verhalten von LAs) bei der 
Annähernng an den Fnnkt 1. Znr Bestimmung dieses Verhaltens 
gelangt man durch Betrachtung der Teilsummen 2 ' — 7 — w * Jede 
solche Teilsnmme läßt sich als Dirichletscbe Reihe in der Form 

2 - ^ - 1 — schreiben (wobei übrigens für jedes « 
«—1 " 

ö„(S',)>0 

ist), nnd es handelt sich vor allem darum, zu zeigen, daß für die 

Koefficientensumme Sy{x) = 2 <*ii(^) ^'^ Abschätzung gilt 
» = i 

1> Vgl. im „Handbuch d. Lehre von d. Tert. d. Primz.", Bd. I, § 33 Q, 41. 
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«,(«) = A.x + 0(\lx), 
wobei Ä eine positive, nor von D abhängige Konstante bedentet. 

(v = I, . . ., Ä); (x wird wie bisher ^ l angenommen). 

Hierza ist das erste, daß wir ans die Bedentong von s^(x) 
klar machen. s^{x) ist die Anzahl der Zalilen ^x, die als Werte 

einer Form V'rC"» v) ^Q d^r iEleihe 2 y anftreten, mid zwar jede 

so oft gerechnet, wie sie in der Beihe vorkommt. Dafür können 
wir einfacher sagen : s^ {x) ist die Anzahl der ganzzahligen Werte- 
paare a, y (and zwar für D >- nar der bevorzugten Wertepaare), 
für die V» einen zu D teilerfremden Wert <« annimmt. Diese 
Anzahl müssen wir also bis auf einen Fehler von der Größenord- 
nung \Jx abzuschätzen suchen. 

Zur Erleichterung dieser Abschätzung soll zunächst die ein- 
schränkende Bedingung eliminiert werden, daß für die zulässigen 
Wertepaare der Wert von % zu D teilerfremd sein muß. Für 
diesen Zweck empfiehlt es sich, den Repräsentanten ^, in specieller 
Weise zn w^üen. 

Für positives D haben wir bereits ^, = {a, b, c) den Bedin- 
gungen unterworfen, daß a>-0, b-aO sein soll. Jetzt soll fiir 
2) ^ die Forderung hinzugefügt werden, daß in der Form ^, 

(«,-0) = 1, 
femer für ungerades D 

6 = (mod D), 
für gerades B 

h = -ä- (mod D) ist, 

Diese Forderungen lassen sich (auch im Einklang mit den im 
Falle D >■ vorgeschriebenen Bedingungen ö :=> 0, J -< 0) erfiülen. 
Denn zunächst kann man offenbar in der Klasse £, eine Form 
(o, b', c") wählen, bei der 

a >- ond (a, D) = l ist. 
Ferner lassen sich bei ungeradem D, wo also {D, 2a) = 1 ist, 
die Kongruenzen 

b = b' (mod 2a) 
b = (mod D) 
gleichzeitig be&iedigen, desgleichen bei geradem D, wo 

6' = = -^ (mod 2) und (2,a) = 1 
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ist, die Kongrnenzen 



V (mod 2u) 
^(modB), 



TLod zwar kamt offenbar in beiden Fällen als IjSsung h eine nega- 
tive ZaM gewäMt werden. 

Zn jedem h, das den betreffenden Kongruenzen genagt, gehört 
aber eine zn (a, i', c') parallele Form (a, 6, c), sodaB in der Tat 
ein Repräsentant ^, = (a, fr, c) in der Torgeschriebeneu Weise ge- 
wäUt werden kann. 

Eine solche Form ^, hat nun die Eigenschaft, daß ^^(at}') 
dann nnd nnr dann zn D teilerfremd ist, wenn (a, i3) ^ 1 ist. 

Denn för ungerades D ist die Forderung (V", («, y), D) ^ 1 
gleichbedeutend mit (4a.V»,D) = 1 (da ja <M,D) = 1 ist). 

Andrerseits ist 

4atfi, = (Saa + ftj'}* — D/, 
also 

4aii>, = 4d' a' (mod 7>), 

worans die Richtigkeit der Behauptung erhellt. 

För gerades D ist die Forderung {^y, D) = 1 gleichbedeu- 
tend mit 

■■ 1. 





(a.*.4) = l, (a.*., 


Andrerseits ist 


o.*. 


= (("«4')-4')"-^K"-! 


also 






......v(„„a^] 


and 






a.^, = a'a' (mod 2). 




(Denn|aO(moa|-), -|- s : 



Daraus ergibt sich wiederum die Giiltigkeit der Behaaptung. 

Die Bedingung {ip,, D) = 1 besagt also, daß nur die Werte- 
paare a,y zugelassen sind, bei denen a einer der 9i(|Z)|) zu D 
teilerfremden Restklassen angehört. Auf Grund dieser Tatsache 
ist die Anzahl s^(x) aller zulässigen Wertepaare bekannt, wenn 
für zwei beliebige (nicht notwendig verschiedene) Restklassen 



yCOO^jIC 
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modulo D die Anzahl aller derjenigen unter den zDlässtgen Werte- 
paaren bestimmt ist, bei denen a der ersten, y der zweiten Rest- 
klasse angehört. Denn wird mit N(r^ , r,) die Anzahl der Paare 
«, y bezeichnet, für die 

*f (a, y) £ * 

ß = r, (mod D), y = r, (mod D) 
nnd bei positivem D aoßerdem a >• — „ ,. ySQ ist, so ist 
offenbar 

n- '■i 
worin r, die Zahlen eines rednoierten, r, die eines vollstän- 
digen Kestsystems modolo i) zu dorchlanfen hat. 

Es kommt also jetzt auf die Bestimmung der Anzahl N{r, , i\) 
(für irgend ein ilestepaar r, , r,) an. Diese Anzahl lä6t sich an- 
schaolich denten. 

Sind nämlich u,v rechtwinklige Parallel-Koordinaten in der 
Ebene, so stellt die Ungleichung 

für D <: die Gi«samtbeit (@) der Punkte innerhalb und auf einer 
Ellipse (E), für i) :?» die Gesamtheit (®J der zwischen den Ästen 
einer Hyperbel ($} oder auf ihr gelegenen Punkte dar. 
Die Ungleichungen 

T-bU 



-v^O 



stellen die Gesamtheit (®,) der Punkte eines von zwei Halbstrahlen 
(8, und *,) begrenzten Winkelraumes dar, und zwar einschließlich 
der Punkte des einen, auf der w-Axe liegenden StraMes S,, da- 
gegen ausschließlich der Punkte des andern Straliles 8,. 

(Der Schnittpunkt von S, und 8, wird von ®, aosgeschlossen.) 

Das System der Punkte, die sowohl zu ©, wie zn ®, gehören, 
werde (für D > 0) mit @ bezeichnet. 

Die Punkte {u,v), für welche u—r, und v — r, ganzzahlige 
Vielfache von D sind, bilden die Eckpunkte eines quadratischen 
Netzes (91), bei dem die Seiten die Länge D haben. 

Aus diesen Tatsachen ergibt sich, daß J/(r, ,r,) gleichbedeu- 
tend ist mit der Anzahl derjenigen Eckpankte des Netzes SR, die 
zu ® gehören. (Zur Abkürzung soll bei den nächsten Überlegungen 
N für N(r^,r^ geschrieben werden.) 
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Die Ponkte ans ® nehmen ein endliches Grebiet') in der 
Ebene ein. Im Falle D ■< ist dies ohne weiteres klar; für Z) > 
ist die Behauptung gleichbedeutend mit der, daß die Halbstrahlen 
S^ und i, die Hyperbd |) in demselben Aste schneiden, and ihre 
Goltigkeit folgt daraas, daß für die Paukte \u,vl von & 



. r-DV _ 4mi' 
*=""" {T-bUy ~ i_T-hUf 
nnd außerdem 

— I-hU 

ist, sodaß u Dnd v beschränkt sind dorch die Ungleichnngen 

£ ' a 

< « < ü . v^ 

Zafolge der einfachen Beschaffenheit der Linien @, $, 8, , S, 
hat das von den Punkten des Systems® erfüllte Gebiet (®) jedenfalls 
einen bestimmten Flächeninhalt. Dieser Flächeninhalt (F) soll nun 
in Znsammenhang gebracht werden mit der Anzahl N. Zur leich- 
teren Formulierang dieses Zasammenhanges sei es -gestattet, einige 
kaize Bezeichnungen einzuführen. 

1) Bei einem Quadrat ans dem Netz 9! heiße diejenige von 
den vier Ecken , für welche (m + v) den (algebraisch) 
kleinsten Wert hat, (kurz gesagt: die linke untere Ecke) 
die „Haaptecke". 

2) Ein Quadrat heiße „zu @ gehörig", wenn seine Fläche 
ganz dem G-ebiet ® angehört. 

3) Ein Quadrat heiße „zerschnitten", wenn es entweder Kand- 
pnnkte von ® in seinem Innern enthält oder wenn seine . 
H^aptecke ein Punkt von ® ist, während seine Fläche 
ganz außerhalb von & liegt. 

1) Mit n^ii^Hchem Gebiet" ist ein solche» gemeint, das, wie man sagt, 
Ttiuu im EndlictaeD gelegen", d. b. durch eiaen Kreis umschließbar ist, 

4* 
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Die Bezieliniig zwischen N and F besteht nun darin, dnS einer* 
seits JV gleich der Anzahl derjenigen Qaadrate in dem Netz 91 ist, deren 
Hauptecke za ® gehört, (da jeder Ekikpimkt für genau ein Qoadrat 
die Hanptecke bildet) nnd daß andrerseits die von diesen Qaa- 
draten eingenommene Fläche ND* sich von F nm nicht mehr als 
N' .D' nnterscheidet, wenn N' die Anzahl der zerschnittenen Qua- 
drate bedeutet. Der erste Teil dieser Behauptung ist trivial ; der 
zweite Teil ergibt sich folgendermaßen : wird die Anzahl der 
Quadrate, die zwar einen_Beitrag zu dem Inhalt F liefern (von 
denen also ein Stück za ® gehört), deren Hauptecke aber kein 
Punkt von @ ist, gleich N, gesetzt und die Anzahl derjenigen 
Quadrate, deren Hauptecke zu ® gehört, während sie selbst nicht 
zu @ gehören, gleich N, gesetzt, so ist einerseits 

f^d\n+n;) 



andrerseits 
also 
dabei ist 



- D*N,^F ~ D* N ^ D* K; 



denn gehört ein Stück eines Quadrats zu ®, nicht aber seine 
Hauptecke, so liegt die Hauptecke für D <; außerhalb der Ellipse 
®, für Z) > liegt sie entweder außerhalb der (auf §, 8, , 8, ver- 
laufenden) Randlioie oder auf 6,, und in jedem Falle folgt, daß 
das Quadrat zerschnitten ist ') ; desgleichen sind (wie man leicht 
sieht) alle diejenigen Quadrate zerschnitten, die selbst nicht za ® 
gehören, während ihre Hauptecke zu ® gehört. 
Es ergibt sich demnach, daß 

-D'N'^F-D'N^IfN', 
das heißt 

\F-D'N\^D*N' 
ist, wie behauptet wurde. 

Die Zahl A" läßt sich nun wiederum vergleichen mit der Länge 
(S) des geschlossenen Linienzages (9i), der das Flächenstück F 
begrenzt*). 

1) Ea ist za beachten, daB auf dem Strahle ä, mit v zugleich u wächst, 
und ferner, daß in dem Falle, wo die Hauptecke eines Quadrats in den Schnitt- 
puultt von it "''^ $ ^"*i dieses Quadrat keioen Punkt von & enthalten kann. 

2) Die folgende Überlegung ist einer Abhandlung Ton QauB „de nezu inter 
nraUitudinem classium, ..." (aaa d. Nachlaß vom J. 1837, Gcb. Werke, Bd. II, 
siehe S. 277) entnommen. 
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Mau kann nämlich die zerschniitenen Qnadrate in der Keihen- 
folge numerieren, in der sie bei der DBrchlanfnng der Grenzlinie 
31 im positiven Sinne (von irgend einem Punkt aoe) getroffen 
Verden, wobei mehrfach getroffene Qnadrate nur je einmal gezählt 
werden sollen nnd beim Durchgang von 9t durch einen Eckpunkt 
dasjenige Qnadrat, dessen Hanptecke dieser Pnnkt ist, als getroffen 
ZQ rechnen ist, sodaß jedes zerschnittene Quadrat in der Abzahlung 
genau einmal auftritt*). 

Da es unter irgend fSnf Quadraten (des Ketzes 91) mindestens 
zwei gibt, die ganz getrennt liegen, sodaß jeder Pnnkt des einen 
TOn jedem Fonkt des andern Quadrats mindestens den Abstand D 
besitzt, 60 hat das Kurvenstiick auf 9i, daa vom Verlassen des- 
M-ten Quadrates (in der Numerierong) bis zum Erreichen des 
(» + 4)-ten durchlaufen wird, mindestens die Länge D. Daher ist 

S: 



iD- 


[^-^] 


-•(^- 


J_ 




N' 


-f + ^. 




F 

w 


-N^^N'^^ + S. 





Aas dieser Ungleichung können wir leicht entnehmen, daß die 
Anzahl N durch die Größe -j^ bis auf einen Fehler der Größen- 
ordnung \/x abgeschätzt wird. 

Dazu ist offenbar nur nötig, die Abschätzung 

S = 0{\ß) 

zn beweisen. Diese ist in der Tat gültig. Denn durch die Sub- 
stitution 

„ = „'.VS 

geht die Uugleichnng 



1) Bei der AnDabine der Möglichkeit einer solches Abz&hlni^ (eowie der 
Giigteu einer Bogenl&oge S) wird von der Kurve 3< (auier ihrer GeecbloBsenheit 
DQd Stetigkeit) nur benatzt, daß bei einer Parameter- Darstellung 

« = /■(«.), v = g{v,) 
der Karve die Funktionen f und g nur endlich viele Maxima besitzen, wobei als 
Maximnm nnr eine solche Stelle w. Reiten soll, in deren beliebiger NUie kleinere 
Fonktionswerte. vorkommen als der Fnnktionswert in Wg. 
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and die Beziehung 
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>0, 



"^ -laV ■= 

dorcli welche für i> >• der 'Winkelranm zwischen den HalbstrEihlen 
S, , i^ bestinuat ist, geht in dieselbe Beziehung zwischen u' nnd v' 
über. Daher ist in jedem Falle die Kurve der («', v')-Ebene, welche 
der Randkorve 9i = 9i(a;) von der Länge S = S{x) in der (»,«)- 
Ebene entspricht ( — durch die Bezeichnung 5H(a:), S(x) soll dieAb- 
hängigkeit der Kurve 9ft und der Länge S von dem Werte x zum 
Ausdruck gebracht werden — ), kongruent der Kurve 91{1) von 
der Länge S(l). Andrerseits wird vermöge jener Substitution die 

Maßzahl fär jede Länge mit -r^ multipliciert. Demnach ist 

. S(l) - -^-SM, 

also, da ja 5(1) nicht von x abhängt, 

S(x) = 0(_\Jx). 

Wir erhalten daher: 

^•=-^ + 0(vS). 

Jetzt handelt es sich noch darum, den Wert von F zu berechnen; 
dahei aollen die Fälle positiver nnd negativer Diskriminante D ge- 
trraint bebandelt werden. 

Für D = -J<^0 ist F der Inhalt der EUipse ©, welche 
durch die G-leichung 

• *.(«,') ^1 

X 

dargestellt wird. Nach einem Satz der analytischen Geometrie 
hat eine Ellipse, deren G-leicbung auf die Form 

a„u' + 2a^^uv + a„v' = 1 
gebracht ist, den Flächeninhalt 



Durch Anwendung dieser Formel auf den vorliegenden Fall, 
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a„ = — , 
und daher 

a a 
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ist, ergibt sich fiir den gesachten Ellipsen-Inhalt der Wert 

2« 
F = — =^ ■ X. 

'Für D > wird der Flacheninlialt F aaagedräckt durch das 
Integral 

// '^"'^''■ 

Wenden wir die Sabstitation an 

v' ^ V, 

(deren Determinante 1 ist), so bestimmt sich die Flädie La den 
nenen Koordinaten durch die Ungleichungen 

— 2oi7 — ' 4a' o 

Diese Ungleichungen sind dann und nur dann verträglich, wenn 

«— V4a'[/' 4a'r «'P* 

ist, wenn also die bereits bewiesene Ungleichung 

besteht. 

Wir erhalten demnach 



M dw'\ dB 

\^ T , \ 



•2aU ' 



u.\/ d 
2^ r 2 ./i-r-r 7 rt^ 
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nnd dorch Aasredmang des Integrales ergibt sich 

Somit ist für positives tmd negatives D bewiesen, daß F sich aas- 
drücken läßt in der Form C.x, wo C eine nur von D abhängige, 
positive öröße ist. Durch Einsetzen dieses Anadrucka von T in 
die vorhin für N gefandene Formel folgt: 

und hieraoB ergibt sich zufolge der Gleichung 

8M= 2'^('■..^) 

•■i,ri 
unmittelbar die Abschätzung 

£s gilt also in der Tat eine Grleicbung 

s„{x) = Ä.x-\-0{\lx), 

worin A positiv ist xmd nur von D abhängt. 

Am dieser Darstellung der Koefficientensnmme flir die Reihen 

5] — -r — ^ (v = 1, . . ., h) erbalten wir sofort eine Abschätzung 

der Eoefficientensamme SAx) der Reihe — S 2(^)5^ — -, — \-,- 
Schreiben wir diese nämlich (ids Dirichletgche Beihe] in der Form 

2i „» ' 



«jW = V- S t(K)-'.(s:,) 



s,(«) = I »,(») = ^- S ««».W 



Da ^i{£y) den Wert k oder hat, je nachdem x der Haupt- 



D,„i,z.d, Google 



— 57 — 
Charakter Xi ist oder nicht, so ist 

S^(») = 0(\S) fliri + j, 

WO B eine positive 6r8Se bedeatet. 

Die Größen eA*t) sind ßir jedes % reell. Denn, wie mwi nn- 
mittelbar ans der Frodokt-Darstelhing von X„(s) ersieht, iert für 

X, = |£,| = VV^^- 

£j(s) ist also fär s>-l reell; daraos folgt aber nach dem 
Eindeatigkeita-Satz für Dirichletsche Keihen, daß die Koeffidenten 
c^(m) der Dirichletschen Reihe, welche L„{s) (für s>l) darstellt, 
sämtlicfa reell sind. 

Nan gilt folgender allgemeine Satz über Dirichletsche Reihen ') : 
sind c,,-c, ... reelle Zahlen, welche der Bedingung 

S «. = 0(xf) 

n=l 
fdr ein reelles e genügen, so konvergiert die Dirichletsche Reihe 
2 -7 für «>■*. 

Die Voraossetznng dieses Satzes ist erfüllt, wenn 
"- = c^(») (r + xj und c = i 
gesetzt wird. Sonach folgt, daß für jeden vom Hanptcharaktor 
verschiedenen Charakter r die Dirichletsche Reihe 2 ■ " ■ , — . die 

für s >- 1 die Funktion ^«{s) darstellt, noch für s r> J konvergiert. 
Wir kSnnen daher Z, (s) für J -c: s ^ 1 durch die Somme dieser 
Reihe definieren. Dann besitzt für s > J^ die reelle Ponktion Lj{s) 
Bämtliche Ableitongen. Hierin ist insbesondere enthalten, daß 

lim LJs) (= LJi)) and lim h^Stz^!^ = lim L'Js) (= L'iV,) 

*sl ' * 8=1 S — 1 g_l * 



1) Siehe im „Handbuch d. Lehre . 
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in Betracht, weldie für 
« = i " 
s >- 1 die Fanktion L^^ (s) darstellt. 
Die G-leichnng 

S^^ix) = B.x+0{\ß) 
nimmt,, wenn c, {n) — B == e„ gesetzt wird, die Creetalt an 

S c , = Bx + 0{\ß)-B.{x] = 0{\lx). ■ 

Hierans läßt sich wieder schließen, daß V — f für s>^ 
M— 1 « 
konvergiert nnd für diese s eine beliebig oft differentüerbare Funktion 
L- darstellt- Diese stinunt für s >- 1 offenbar nberein mit der 
Fanktion 

f. ^- S ^ = i„W-3.{(.), 

n^l n » = 1 " 

wobei £(s) die Riemannsche £-Fanktion bedeutet. 

Nan hat die Fanktion 5(s).(s — 1) für ä = 1 den Limes 1, 
nnd ihre Ableitungen nähern sich gleichfalls für 5 = 1 einer be- 
stimmten Grenze'); andrerseits ist 

^KmJI„(s),(s-l)| =0; 
also maß, znfolge der für sz^l gültigen Gleichung 



I) Dies ergibt sich fotgendermaßeo : für s >■ 1 gilt die Gleichung 



in welcher rechts eine fBr s:>0 faoDvergeiite Dirichletsche Reihe steht, die fax 
g = I den Wert log 2 hat. Andrerseits heateht für alle s die Potenz-Ent wicklang 

1-2'-' = 1 _e-('-i)-J.g2 ^ ^ (-}-)" — -.(log2)"-(s— 1)", 

welche lehrt, daß beim Heranrücken an den Punkt 1 von rechts her die Funktion 
1 — 2'-* -, 

- — ■ ■ sich der Grenze log 2 näbert und daß auch jede ihrer Ableitungen für 

s 3° 1 einen Grenzwert besitzt. Berücksichtigt man noch, daß fQr s >■ 1 
ist, 80 gelangt man zu der aufgeBteilten' Behauptung. 
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Hm \Lj^^{s).(s-\)\ = B 

sein; das heißt die Funktion Ly^{s) wird bei der Annäherung an 

den Pankt 1 ebenso stark unendlich wie ij- , nnd aoSerdem 

haben die Ableitungen von L (s) . {s — 1) für s = 1 einen (end- 
lichen) Grenzwert. 

Es sei noch bemerkt, daß allgemein 

ist. !Für ein reelles x i^t diese Crleichnng selbstverständlich; für 
einen komplexen Charakter folgt ihr Bestehen für * > 1 aus der 
vorhin erwähnten Gleichung 

L, - vvv. 

und damit auch das Bestehen der Gleichung 

ej_,(«) = c^{n), 
aus der die Gültigkeit der Behauptung ersichtlich wird. 



§ 4. Die Dirichletsche Behauptung. 

Auf Grund der zuletzt erhaltenen Ergebnisse sind wir jetzt 
im Stande, den Satz zu beweisen, daß jede primitive quadratische 
Form unendlich viele Primzahlen darstellt. 

"Wir gehen ans von der Defiuitions-Gleichung 



p 1- 



«WUi »(-gp ) 



p- i\ p- I 

Hierin darchlaTifeii p nnd q zasaramen alle za D teilerfremden 
Primzahlen, nnd zwar dnrcbläaft p die darstellbaren, <i die nicht 
darstellbaren Primzahlen. 

In dem zweiten Produkt ist das allgemeine Glied 



1 1 

p' p' 



.1,-» 



z(-K r) + :t(gr) 



L 



D,„i,z.d , Google 



(da in der Form p" jede positive Zahl (») Böchstens einmal im 

Nenner auftritt und der Faktor '■^ ' ' — *'■ - r . J . absolat genommen 

hSchsteBS gleicli 2 ist). 

Ee ergibt sicli daraus, daß för s >- 1 

ist, and ans dieser Gleichnng ersieht man, daß das links stehoide 
Produkt eine logarithmische Ableitnng besitzt, welche dargestellt 
wird dnrch die Reibe 



diese Reihe konvergiert (für s > 1) wiedermn absolut , weil 



Aof dieselbe Weise zeigt man von der flir s>~^ von ver- 
schiedenen and bei zunehmendem s monoton abnehmenden Funktion 

G (s), welche durch das Produkt W - — .. - dargestellt wird, daß 

' 1 \r 

9 
ihre logaritbmische Ableitung 









e'(s) 
e(») 


= 


-S^J-i 




ist 


(fili 
Da 


s>i). 


- e(»).n 




1 






(^ 


-^)(- 


^) 


ist 


so folgt (Kr 


S3.1) 












ii(») 


- e(s) 




^(;<(X,-) + ,(V))- 
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Nou sei Ka irgend eine f ormen-Klasse ; dann ergibt sich 

wobei X in den Snmmen 2 ^^ Charaktere darclüanfen soll. 

Berücfesichtigt man, daß Sz(^) gleich h oder gleich ist, 
% 
je nachdem K die Hanptklasse ist oder nicht, so findet man aas 
der letzten Gleichnng, wenn man daria der Reihe nach für K, 
erst die Hanptklasse (f,), dann eine von f, versobiedene zwei- 
seitige Klasse nnd schließlich eine der übrigen Klassen setzt: 

für eine von der Hanptklasse verscliiedene zweiseitige Klasse Kg, 

für jede nicht ambige Klasse K^, 
vobei jedesmal die Snmme 

2-1^ (m = l,2,...) 

über diejenigen Primzahlen p zn erstrecken ist, deren tw-te Potenz 
in K^ darstellbar ist. Für diese Primzahlen nnd nnr für diese ist 
nämlich mindestens eine der Klassen K", K^ gleich K„, und der 
Fall, daß beide gleich K^ sind, tritt dann nnd'nnr dann ein, wenn 
K^ zweiseitig ist. 

(Man beachte, daß in der Reihe 
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wegen ihrer absoluten Konvergenz die Glieder beliebig geordnet 
werden dürfen.) 

Es aollen nun die drei gefundenen G-leichnngen in eine For- 
mel zoaammengefaßt werden. Grleichzeitig soll eine Umformnng 
vorgenommen werden, die für spätere Zwecke nützÜcli ist 

Dazu gelangen wir durch folgende Erwägung: die Heihe 

™logp logp 

f P" +1 ^^ ^ 

konvergiert für ä :=» i- Denn aie ist eine Teilreihe der unendlichen 
Snnune 



welche für s >■ J konvergiert. 

Femer gilt auch die Entwicklung 



der Funktion ^^ fdr s > A. 

Demnach besteht für jede Klasse K^ eine Gleichung 

(1) ^t(K)M = -K-^'^-m. 

wo ^ in der Sonmie 2' ^^^ in K^ darstellbaren Primzahlen dnrch- 

P 
läaft, wo femer h^ gleich 2A oder gleich h zu setzen ist, je nach- 
dem K^ zweiseitig ist oder nicht, und wo R{s) eine Funktion be- 
deutet, die sich für s => J in eine Dirichleteche Reihe (mit lauter 
positiven Koefflcienten) entwickeln läßt, die daher jedenfalls im 
Funkte s = 1 stetig ist. 

Wir müssen nun das Verhalten der Funktionen -^ , -r lo^ 

Lj,{s) 

Punkte s = 1 betrachten. 

Ans dem Endresultat des vorigen Paragraphen läßt sich un- 
mittelbar entnehmen, daß 
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vorhanden ist, daß also für .9 >■ 1 eine Q-Ieioliang 

besteht, worin r(s) eine Funktion bedeutet, die bei der Annäherung 
von 5 an den Fonkt 1 einem bestimmten Q-renzwert zustrebt. 

^iir Z 4= Zi verhalten sich LJs) mid L'{s) im Punkt 1 stetig; 

demnach kann die Existenz eines Grenzwertes von - ''. . für 
5=1 nur dann ausbleiben, wenn 

1,(1) = 
ist. 

Es läßt sich nun zeigen, daß dieser Fall nicht eintreten kann. 

Zunächst ergibt sich, daß nicht für zwei verschiedene Charak- 
tere x„,Xfi 

sein kann. Wäre dies nämlich der Fall, so müßte 

sein, and d^ans würde folgen, daß 

für s = 1 den Limes hätte; dasselbe müßte daher von dem 
(über die h Charaktere erstreckten) Produkt 

gelten. 

Andrerseits besteht aber für s ;» 1 die Identität 



ans welcher folgt, daß für s >■ 1 

ist. Wir kämen also auf einen Widerspruch. 
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Anf den gleichen Widerspruch würden wir offenbar gefßhrt, 
wenn wir annähmen, daß für irgend ein 3; zugleich LJl) nnd 
X'(l) gleich wäre. 

Es bleiben also nnr zwei Möglichkeiten: entweder ist ^rO) 
für jedes % von verschieden, oder es gibt ein % C= Zi) voö der 
Art, daß 

X,,(1) = 0, Xi,(l) + 

ist and daß för % =¥ Xk %t (f&Us ein solches % existiert) die Funk- 
tion LAs) im Punkte 1 einen von verschiedenen Wert hat. 

Nehmen wir an, der zweite Fall träfe zn; dann könnte zu- 
nächst j;, kein komplexer Charakter sein ; denn sonst wäre ^7' '^'^'^ 
Xi (und 2,) verschieden imd doch 

V(i) = -^1.(1) - » 

entgegen unsrer Annahme, ji ™iißte also reell sein. Da femer 
L, zweimal stetig differeutiierbar ist, so hätte die Crleichong 

znr Folge, daß für s >- 1 ' 

ML Ml 

ix,W («-i)ii,Ci) + 4(»-l)'-tJ,W 

wäre (s, bedeutet einen Weit zwisdien s und 1), daß also 

M) , 1 ,{ M)-M) .r.,A 1 

wäre, wo mit ?(s) eine Funktion bezeichnet ist, die für s = 
Grenzwert besitzt. 

Andrerseits haben wir gefunden, daß 



ML- 

ist, wobei lim r{s) existiert. 
Es mußte also 



H'W 
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für 5 = 1 gegen einen Grenzwert konvergieren, und da für jeden 
(eventaell vorhandenen) von Xi ^^^ Xt verschiedenen Chutikter % 

L,m + 

ist, 80 würde folgen, daß für jede Klasse £„ ans dem Haapt- 
geschlecht (für die ja ZiC-^J = J ist) auch 

L'(s) 

für 5=1 einen Limes besäße. Die G-leichang (1) lehrt aber, daß 
dieeer Limes nur dann vorhanden sein kann, wenn die über alle 
in K„ darstellbaren Primzahlen erstreckte Soinme S' — ^^ kon- 
vergiert. 

(Andernfalls kann nämlich Um S' — ^r~ nicht existieren.) 
s=\ P' I 

Demnach maßte, wenn unsere Annahme richtig wäre, die 
Summe 2i , erstreckt über aUe im Hanptgeschlecht darstell- 

baren Primzahlen, konvergieren. 

Dies ist jedoch nicht der Fall. Denn, wie im zweiten Para- 
graphen bewiesen wurde, sind sämtliche Frimziüilen ans den aritb- 
metiachen Reihen Dx-\-r*, in denen (r, D) = 1 ist, im Hanpt- 
geacblecht darstellbar, treten also in ^, auf. Andrerseits ist die 
Reihe 2 — ^^ » i^ ^er p die Primzahlen einer arithmetischen Reihe 

durchläuft (für welche die Differenz zu den Zahlen der Reihe 
teilerfremd ist), divergent (wie in der Theorie der arithmetischen 
Keihen gelehrt wird)'). Also divergiert erst recht 2i — — • 
Es kann somit für keinen Charakter % die Gleicbong 

X,(l) = 

L' 
bestehen. Infolgedessen ist für Z + Zi <lie Funktion -~ im Punkte 

^% 

s = 1 stetig, und da -j^ für s ;= 1 unendlich wird [wie _^ j, 
Bo wächst für jedes K^ der absolute Wert der Summe 



1) Siehe in Herrn Landaus „Handbuch", 
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bei der Annähenmg an den Punkt 1 über alle Grenzen. Ans 
dieser Tatsache kSnnen wir unter Anwendung der Grleicliuiig (1) 

schließen, daß für jedes £„ die Reihe 2' — — i^ weücher p die 

in K^ darstellbaren Primzahlen dorchlänft) divergent ist. Hierin 

ist aber enthalten, daß in der ßeihe V'— ^~ nnendlich viele 

G-lieder aoftreten ; und dies bedeatet, daß jede Klasse K„ , nnd 
daher auch jede primitive Form unendlich viele Primzahlen dar- 
«teüt. 

Dies ist (abgesehen von onweseutlichen ' ÄndercmgeD) der 
Dirichlet-Scheringsche Beweis für den zu Anfang dieses 
Paragraphen genannten Satz. Bei diesem Beweise wird wesentlich 
ein Satz ans der Theorie der arithmetischen Reihen benutzt. Daß 
ein solches Verfahren nicht hünstlich ist, sondern in der Natur 
der Sache begründet liegt, ersieht man am besten ans dem Um- 
etande, daß sich für ein reelles % die Funktion L^(s) als Prodokt 
zweier von den Funktionen darstellen läßt, welche fUr die reellen 
Zahlcbaraktere eine entsprechende Bedeutung haben wie die 
Fonktionen X. für die Klassen- Charaktere. Dies ergibt sich näm- 
lich folgendermaßen: 

Wie früher bewiesen, gibt es zu jedem reellen Klassen- 
Charakter X zwei reelle Zahlcharaktere modulo D (x nnd %), 
deren Wert fär jede in einer (beliebigen) Klasse K darstellbare 
Zahl m mit dem Wert von % ^^r die Klasse K übereinstimmt. 
(Dabei ist für jede positive Zahl n 

«(«) - z(")-(^). 

wo ( — ) für (», D) > 1 gleich definiert ist.) 

Auf Grmnd dieser Tatsache läßt sich die für s >- 1 gültige 
Definitions-Gleichang 






1 welcher die p von den q dadarct anteTschieden sind, daß 
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ist, bei reellem % folgendermaßeD transformieren 

i,(s) = n 






n- 



i(.P) 



wobei P sämtliche FTimzahleii durchläuft. (Für die in D auf- 
gehenden Primzahlen P haben die Faktoren 

und 



i_iffl ^_ mm 



I" 
den Wert 1.) 

Die beiden als Faktoren anftretenden Frodokte stimmen für 
s:=-l bezüglich überein mit den Dtrichletscben Reiben 

- - %Wi 

von diesen wird in der Theorie der arithmetisclien Reihen be- 
wiesen, daß sie bei der Ännäherong an den Pnnkt 1 jedenfalls 
nicht dem Wert zustreben '}. 



1) Siebe bieräber im „Handbuch", Bd. I an der bereits citierten Stelle § 103 
und 106. — Die Qleichnng 

L^ - i-r'y 

findet sich bereits bei Dirichlet (in den „Recbercbes ", Qea. Werke, 

Bd. I, S. 446). Zam Beweis des Nichtverscliwindens von XyCs) für ein reelles z 
iBt die Identität wobi zuerst von Weber (Math. Annalen, Bd. 20, S. 319—320) 
benutzt worden. — Es sei noch darauf bingewieseo, daß der Scheringsche 
Beweis, wenngleich er in der hier gegebenen Darstellung mnstAndlicber erscheint 
ata der Beweis mit Hülfe der Faktoren-Zerlegung von Xv($), doch diesem zweiten 
Beweis gegenüber insofern einen gewissen Vorteil bietet, als für ihn die Ein- 
flihrang der Geschlechts - Charaktere nicht erforderlich ist nnd man daher durch 
Anwendong eines der elementaren Beweise für den OaoBsefaen Satz Ober die 
Klassen im Hauptgescblecht eine Abkürzung gewinnen kann. (Vgl. dartlber im 
Vorwort.) 

6* 
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Durch die gefandene Zerlegung von Z, (s), die eich kurz in 
der Form 

h - hh 

Bchreilieii läßt, wird daher in Evidenz gesetzt, daß 
i^(l) + ist. 

Es soll non noch ein Beweis des KicbtTerscfawindens von 
L^{s) bei komplexem Charakter % gegeben werden, bei dem wir 
ans einer von Herrn Landau herrührenden Schlußweise') bedienen. 

Bei einem beliebigen Charakter z besteht für « :=» 1 die 
Gleichung 

L^(s) = Gis).e'- = ' "'■^'"' 

2 y c<'»(""°(-S"f» 
= G(.).. '- »■"- , 

wenn allgemein x(K) = c*"*^ ' gesetzt wird, sodaß (für be- 
liebigee x) ^ ^™^ reelle Funktion der Klasse K ist. (Allerdings 
wird a durch K nnr bis auf ein Vielfaches von 2» bestimmt.) 

Wird X durch x' ersetzt (n = 0,1,2,.. .), so geht cos (ra (K)) 
in cos (n. (!>(£)) über. 

Nun ist für jedes reeUe «p 

< 2 (1 + cos qc)* = 3 + 4 cos g> + C08 2<p. 

Durch Anwendung dieser Ungleichung auf 

q> = m.o)(Ä,) {m= 1,2,...) 

finden wir; 

2 2 —^ [ 3 + 4 cos {mio (JEp)) + cos (3mm (JEp)) j 



(Man beachte, daß x, = z° ist.) 

Nehmen wir nun an, es sei x komplex, so ist x' jedenfalls 
vom Hauptcharakter verschieden. Ware dann 



1) „über das NichtTerschwiaden der Diricbletscben Reihen, welche kompleien 
Charakteren edtsprecbcn" (Math. Annalen, Bd. 70, 1910, S. 69—78). 
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sein, was der eben erhaltenen Ungleichnng widerspricht. Denmach 
muß Lj,(X) von verschieden sein. 

Auf dieselbe Weise folgt natürlich anch, daß iar einen reellen 
Charakter % nicht zugleich ^^(s) und L'^(s) im Punkte I ver- 
schwinden können. 

§ 6. Die Landausche Abschätzung. 

Wir gehen jetzt daran, die zn Anfang angegebene Ahschätzong 
fär die Anzahl der dnrch eine (primitive) Form (der Diskrimi- 
nante D) darstellbaren Primzahlen ^ :r als gültig nachzuweisen. 

Dazn wenden wir die Hülfsmittel der komplexen Fnnktionen- 
theorie auf die Funktionen ^_(s) an, wobei wir jetzt anter s eine 
komplexe Variable (s = ff -(- tf) verstehen. 

Die Funktionen Ly{s) sind zaerst fUr 0:^1 durch die absolut 
konvergenten Produkte 

1 1 

n — 1— Hl 



definiert worden und sind in dieser Halbebene darstellbar dnrdi 
die Dirichletschen Reihen 



zu setzen ist. Ans dieser Reihen-Darstellung (oder auch aus der 
leicht beweisbaren gleichmäßigen Konvergenz des unendlichen 
Produktes für tf>l+tf, d>0) folgt, daß die L^(s) in ihrem 
Definitions-Bereich reguläre Fnnktionen sind. 
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Des weiteren wißsen wir. daß für ein vom Hauptcharakter 
cJ») 
Terschiedenes % ^* ßeihe 2 > för ( = 0, ff :> J konvergiert, 

nnd daraus folgt, daß die Keihe in der gesamten Halbebeoe o::^^ 
konvergiert*) nnd dort eine reguläre Funktion definiert. Somit 
läßt sich für f^Xi die Fnnktion L^{s) bis zn der Geraden ff = ^ 
(exklusive) analytiscli fortsetzen. 

Was femer die Fnnktion L, betrifft, so haben wir gefanden, 
daß sie sich für « > 1, f = aasdrücken läßt in der Form 

r,,{s)+B.t(s). 

Hierin ist L^ für reelle s > J definiert dnrcb die konvergente 
Dirichletsche Eeihe 

2-1 (ü. = <,,(»)-ü) 

nnd gestattet demnach eine analytische Fortsetzimg über die Halb- 
ebene ff>-J; femer ist die g-Funktion bei analytischer Fort- 
setzung regulär in der Ealbebene ff :>• mit Ausnahme des 
Punktes 1, in welchem sie einen Pol erster Ordnung besitzt*). S 
ist eine positive Größe. 

Aus diesen Tatsachai ergibt sich, daß X, bei analytischer 
Fortsetzung für ff > J eine merotnorpbe Fnnktion ist, die nur für 
i- = 1 einen Pol hat, und zwar von erster Ordnung*). 

Weiteren Aufschloß über die Beschaffenheit der Funktionen 
L-(s) erhalten wir durch Betrachtung der Xoefflcienten c_(m), 4- 

Zunächst folgt aus dem Umstände, daß diese Koefficienten 
alle reell sind, daß in der Halbebene ff >^ die Funktionen L,{s), 
für die z 4= Zi ^st, sowie X„ (5) in je zwei zur reellen Axe sym- 



1) Siehe „Handbuch", Bd. I, §42 (S. 157—159). 

2) Siehe „Handbuch", Bd. I, § 43. 

3) Für die reellen Charaktere % folg^ '■'"^ ^^^ ■■'> vorigen Paragraphen ab- 
geleiteten Formel 

die Fortaetzbarkeit von L~(e) bis zu der Geraden if ^= (esklnaive). — De la 
Valläe Pougfiin bat den viel weitergehenden Satz betriesen, daß tille h Funk- 
tionen Xv(s) sich über die ganze Ebene als reguläre Fonktionen (abgesehen von 
dem Pol der Fnaktion ij, (») für s = 1) fortsetzen laBseo. („Recherchas analj- 
tiqnes sar la tb^rie des nombrea premierB", troisi^oie et quatrifeme partie, An- 
naleB de la Boci^td scientif. de Bmxelles, Bd. 20 und 21, 1696-97.) 



:y Google 





»ii"'^"' 


ist, und da 
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metrisch gelegenen Punkten (d. b. also für je zwei konjugiert 
komplexe "Werte der Variablen s) konjugiert komplexe Werte 
annebmen; dasselbe gilt offenbar von den Ableitungen der genann-, 
ten Funktionen. Da ferner auch die g- Punktion sowie ihre Ab- 
leitung g' (s) diese Eigenschaft besitzt (wie man aus der für tf >• 
gültigen Darstellung*) von £(«} entnehmen kann) nnd B reell ist, 
so gilt dasselbe von L- (s) nnd der Ableitung X' (s). 
Femer ist von den Koefficienten bekannt, da£ 

-S^(x) = 0(V^ (färz + zJ 



S a,(E,) = A.x-\-0{\lx) = 0{x) 
n = \ 

ist (für V = !,■■■, A), so erhält man aas den Definitions-Gleichongen 
für c„(«) und c„ unmittelbar die Abschätzungen 

__|j«,(»)[ = OW, _^|jc.| = 0(x). 

Nun gilt folgender Satz (der einen Specialfall eines allge- 
meineren, von Herrn Landau bewiesenen*) Satzes bildet): 

Es sei ein Koefficienten- System /",,/,, ... gegeben von der 
Art, daß 

mid 

J_l/.l = 0(i) 

ist. "Wird dann F{s) gleich der für e > ^ konvergenten Dirichlet- 
scken Beihe 

SA 



gesetzt, so ist für ( > c*. 1 - -pi— < < 2 
^ log* — ~ 

1) Siebe „Handbuch^ Bd. I, g 43 (S. 162). 

2) „Über die Verteilueg der Primideale in den IdealMaesen f 
Beben ZebUcörpere", Matb. AunEtlen, Bd. 6S, 1907. 
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\F{s)\^C,logH, 

wo C, Tmd C, von s raiabliängig sind. (F'(«) bedeutet die A.b- 
leitang von F(s).) 

Zum Beweise sollen znnäclist einige Ungleichungen abgeleitet 

werden, die gemeinsam fiir i>e*, 2>ff>l~ ^j — - gelten. 





iL 


< 


i/"^ 


.IM 
« 


£«' 


|JM 


» = 


iL 


1 


.^-i)(l- 


1 
» + 


-)K 


■^ .?,"-' 


['■+ iJ 



»+u 



{denn zafolge' der Yoraaseetzang 

läßt sich .ili so bestimmen, daß für a! > 1 

S |/-.|<^,.« ist). 
n= 1 

Demnach folgt 

2 JM<„^l„g( 

für eine geeignet gewählte Konstante a,. 

„, |S(OI _ LS/-| , A,.t _ 






-l^<o,.log<. 

(J, kann so gewählt werden, daß für a: 2^ 1 
|S(a:)|<:-l,V'l 
ist ; «, kann etwa gleich -~j- gesetzt werden.) 
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3) Für ein ganzz&hligea f» >- 2' + 1 ist 

isi. i |is(«)i. r"^'^l?-4 

log«- 



^ l_ 

logl "•■ 2 logl 



1 1 1 !- (1 1 \' ± !_ 

l2-logi „2 1»«' l2"log«; „2 ">«') 
S8^,.e"(21og< + 4). 

Hierans folgt, daß 

CO /•"+ l loffM 

konvergiert and 

<: a, log ( ist. 

Es ist nnn für ff>J und ein ganzzahliges M^l 



•^ 



ist. Ferner ist 

1 1 1"' + ^ du .... _ . . 

n' {« + 1)' J^ m'** 

folglich 
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L, , /•'»+1 du I , .,-/•"+' du , /•" + ! du 

I •'n I •'n ''n « "^ * 
ist nnd 

/ .f? ■ für «^4 + 5, *>0 

gleichmäßig in Bezug auf ts konvergiert, so maß 

M = itf 4- 1 -Jn 

in jeder Halbebene « ^ J + ^ gleichmäßig konvergieren, and da 
die Sammanden dieser Reihe ganze Funktionen von s sind, so 
folgt (nach dem Weierstraßscben Doppelreihen-Satz), da6 für ff >- J 
die Reihe gliedweise differentiiert werden darf. Dalier ergibt sich 

Setzt man in den erhaltenen Entwicklangen von F{s) and ^(s) 
für Jlf die Zahl [f], so ergeben sich anf G-rnnd der drei Hiilfs- 

formeln folgende für i^e', 1 — ^ — 7 ^ = 2 gültige Ab- 
schätznngen : 

< (a, + o, + ö,) log t = C, log t. 
(Man beachte, daß für m > w > i' >- e 

mojisiogc')- s ■%'-+2i»i. s is(»)i/ ^<i» 



(deim |s|a<=-l), 
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|F(s)| < 2a, log' ( + 2a, log ^ + 3a, log' t -= C, log' ^ 
Somit ist der aufgestellte Satz bewiesen. 

Die Voransaetzimgeii des Satzes sind für F(s) = i«(s), %=¥ Xi 
and für F{s) = L^ (s) erfüllt. Außerdem gelten für die ^-Funktion 
in dem betrachteten Grebiet eben£all6 zwei Abschätzungen') 

le(«)|<:C,log(, [g'(8)l<:C.log'<, 
und 

^zM = i,,(s)+B-£(s)- 
Ans diesen Tatsachen läßt sich folgender Satz enbiehmen: Es 
gibt zwei Konstanten*) c,, c, (:=> 1) derart, daß für 



and für jeden Charakter x 

\L^{s)\^c,\ost, |L;(s)l<c,log'( 
ist. 

Aus diesen Ungleichungen soll nun eine entsprechende Ab- 
schätzung von ~ , . abgeleitet werden. 

Dazu gehen wir ans von der für ff > 1 gültigen Gleichong 



X,(s) = G(5)., 



».J>" 



(Die Grleicbang ist zwar nur für reelles s abgeleitet, gilt aber 
natürlich auch im Komplexen.) 

Hierin ist (nach der im vorigen Paragraphen eingefnhrten 
Bezeichnung) der reelle Teil von 

r(g,)+z-'(g,) 

gleich 

2 cos (mto (-gp)) ■ cos {mt log p) 
m.p"" 

= ■^^^{ooB(m{c,{K^ + tlogp)) + cos(m{a>(K^)-tlogp))], 
und da allgemein 



X-iE) = , 



miK) 



1) %ehe „Uandbach", Bd. I, § 46. 

2) Die im folgenden mit c, (v = ], 2, . ..) bezeichneten Konstanten sollen 
e :> 1 gevülilt werden. 
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— re- 
ist, so ergibt sich (far n = 0, 1, 2, ...): 

= |G(.+»(i)|. «'•"«■•" '. 

An Stelle der frülier benatzten Ungleichang 

3 + 4cosy + cos29)SO 

soll jetzt eine schärfere Eosinas-Ungleicbnng angewendet werden, 
die zn einer genaneren Abscliätzimg fdlirt. 

Herr J. Schur hat durch ein Beispiel gezeigt'), daß sich 
sechs positive Konstanten 



so wählen lassen, daß fär jedes reelle ^ 

a„ + a, cos qo + a, cos 291 -J- a, cos 3y + «^ cos 69J + «j cos 7tp ^ 0, 

and 

«, + ß, + '-- + a,<6(«.-0 
ist. Diese Bedingungen sind nämlich erfüllt, wenn 
«. = 56 + 40 V2 
93 + 64V2 
, = B0 + 32\/2 

: 14+ 8V2 



gesetzt wird. Denn 

0^2(l+cos9))(l+2coB9))*.(l+V2co8y)'.(2V^-l + (l + \/2-2cos9.)') 
= 2(l+co8 9o}(3 + 4cosy + 2co8 29)){2+2V'2coS9)+cos2¥>)(4a+V2) 
- 4 (1 + V^) coa 9) +2 008 2^) 
;=«„ + «, COS y + a, cos 2(p + or, cos 3(f> + a, cos 6<p + «^ cos 7g), 

wie man durch Äosrechnnng findet, 

«.-«„ = 37 + 24 V^>0, 
und 

«,+ ■■■ + < = 216 + 144 \^= 6(36 + 24^)<:6(«j-<0- 



1) Vgl. i 



.tfandbach", Bd. II, Seite 891. 
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Es werde nun die tJngleichang 

«e + «, cos 9> + a, cos 2y + a, cos 39 + 2 cos 69) + C08 7y > 
auf 

tf, = m {ia{K^ + t log p) und tp = m{m{K^ — t\ogp) 

angewandt; dann ergibt sich aas der fUr LM{a-\-nti) erhaltenen 
Darstellnng: 

i„(«)r".ii,(.+(i)r.iij,(«+2(orMi,.(''+3'*)r-iiz-(«+6«)i'.ii,.(«+7fe-) 

>|Gf(o)|"'.|G(o + H)r'.|O(« + 2(i)r.|G(» + 8(i)r'.|S(« + 610r.|S(. + 7/i)i; 
da für « :> 1 

ist, wo P sämtliche Primzahlen dorchlänft, so folgt, wenn zur Ab- 
kürzung 

«„ + •-■ + «. = « 
und 



C^J' 



I". 

gesetzt wird, für tf i=> 1 

Führt man in diese Ungleichung die bewiesene Abschätzung 
von L, ein nnd berücksichtigt, daß wegen der Begolaxität der 
Funktion {s — 1) X„ (s) im Punkte 1 eine positive Größe 3, so ge- 
wählt werden kann, daß für 1 *c ff ^ 2 

ist, so erMlt man für 1<:«<2, i^e* 



iij(«+<or>- 



.«, "" °'log°'{2l).log°=(3().log-(6i).log(7<) 



c,(log(f " ' 
Ans der Ungleichung 

|i;(s)|-et,log-< 
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— 78 — 
folgt für 2 ^ ö > 1, i £ e* 

I y.<l + H I 

\Lj^(o + tt)-Lj(l+ti)\ = / LJWds <(ff-I)c,Iog'(. 

Kl + K I 

(Das Integral soll über die geradlinige Verbindung von 1 + ti 
nnd « + ti erstreckt werden.) 
Darans folgt weiter 

li^(I + (i)l>|X^(ö + (i)|-(fl_l)c..log'r 

>— i ^^ (ä-l)c.log'f 

1 M — u^ — a, "■ / • e> 



».-•a»gO ' - 



» — «» — «1 

c,.(Iog() - 

U = c°' > l). 
werde nun so gewählt, daß 

«1 — "B « — tfp + <ti 

(.-1) - «,...(logO "' =i 

wird. Dies ijt der Fall für 

1 
o- 1 + 

Für dieses e ist 



«1 » — g„ + g, 

(2c,c,)'''-°'.(logfi "■"■"• 



(«-1)°' — ^ x-^ 

daher ergibt sich 

|i,(l + <OI 

11 1 



/«„ » — «D + «1 \ 



,.(iogi) «■ (2t.«j"-«".aeg(r' 



« + «.-»: 
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ist, 


1 ^ - 1 


Da 
1 

logt 

1 




1 ,+.,_^ = l 

so erhält man für 






"'' . + .^-».—''-'11 


2t,e.(log0 

-l|.».Iog- 
1 


+ «,-«. 




2«,«.(log0 «■-"• 

|i,(» + «)|Ä|ij(l + C)|- /"^"i, 
■'l + li 

^ 1. 


«i— «. 




1 






r.OogI) "—• 2« 
1 


. + -. 
(log« - 


«B 




« + «.-«, ■ 





Ist wieder geradlinig erstreckt zu denken.) 

i + ti 



Pemra ist für i > e 
1 + 



2c,c.(log0 '~^ 
der Torkiii abgeleiteten Ungleichang : 



|X,(.+iO>- 



(»-!) 



c,(Iog() 

1 



(2c,«,)"'.(log<)^'"' "'""• '.«..(logO 

1 



« + «.-«, • 

2c,e,«. . (log "'""• 
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Wird also 2c, c, ^ c. , c»**« = c, (>2cJ and 

O, — «0 «, — «0 

gesetzt, wo (gemäß der Eigenschaft der «„) 



«.H hc. 



+ 1-C7 



ist, so ergibt sioli für (>e', 1 i-^SoS2 

».log" < 

l-^jWl=- .V._„ = ^7:^2^, |ii(ii)l<«,log'(, 

^ '„ ' »,(Iog*) 

.,(log<) «■-'•• 



also 

I ^i(*) 



-^-^|^c.c,(logO = c,.log 



sieb alle nur aaf die obere Halbebene. Wir erhalten aber daraas 
aacb nmnittelbar die entsprechenden Äbscbatzongen für die nntere 
Halbebene. Denn za konjngiert komplexen Werten von s gehören 
konjagierte Werte von L,, L' nnd in Folge dessen aacb von 



Inte Beträge liabeu, daß ancli für 

'S-e*, 1--— Lä«ä2 
logl'l 

' |i,(..)|<»,log|f|, |ii(»)|<e,logM<l 

und für 

cjog" \l\ 

c,aogi*])" ' \h^')\ 

ist. 

Aas den erhaltenen Abscbätznngen wird ersichtlich, daß X„(s) 
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für 

«.log" l<l 

Tind daher gewiß für ff = 1, l^l^e' von verschieden ist. An- 
drerseits hann man ans der Ungleichung (1) immittelbar sclüießen, 
daß für » — 1, i 4= 

L,(s) 4= 
ist. Denn wäre für s = 1 + („»,(„ ^ 

i,W = 0, 

Bo würde in dem Produkte 

für s = 1 die Nnllstelle von L (s + tj) den Pol von L^^{s) auf- 
beben ; es müßte daher 

L'A' + '.')■ 1-2 ('1 = i?^"*(«-l-<.0-(ii(» + «.i)-i„ («))"" 

gegen konvergieren, wenn u zu 1 abnimmt; das gleiche müßte 
für die ganze linke Seite der Ungleicbong (1) gelten, da ja 
die Funktionen LJs) für s = 1, ^ :^ sämtlich regolär sind. Somit 
würden wir aaf einen Widersprach geführt^). 

Nehmen wir das gefundene Ergebnis mit der früher bewie- 
senen Tatsache zasammen, daß für jedes % 

L,m + 

ist, so erbalten wir den Satz, daß die Lj, anf der ganzen Oeraden 
= 1 sämtlich von verschieden sind. 

Hieraas ergibt sich speciell, daß man eine positive Größe d^ 
so bestimmen kann, daß für 

1) Natürlich kann für diese Überlegung die kompli eierte Kosiang-Unglei- 
chniig durch die früher benutzte einfachere ersetzt werden. — Die hier aoge- 
wandte Beweismethode rührt von Berrn Landau her („Über die Primzahlen 
ia einer arithm. Progression u, d. Primideale in einer Ideal klasse", Sitzungsber. 
d. Wiener Akad., Abt. II», Bd. 117, S. 1096—98, 1908), der einen zuerst von 
Herrn Uertens (auf die f-Funktion) angewandten Kunstgriff benutzt. (Siehe 
„Über eine Eigenschaft der Biemannscheu ^-Funktion, Sitzungaber. d. Wieuer 
Akad., Abt. II>, Bd. 107, 1898.) Eine ähnliche Schlufiweise findet sich bereits 
bei de la ValUe Poussin („Becherches analjtiques .. .", deuxi^me parlie, 
Ctaap. V, g 1 und troisi^me partie, Chap. III, § 1, Ami&les de la aociätä scienti- 
tique de Bruxelles, Bd. 20, 1896). 

6 
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lil^e', «Sl i = 1 -t— = » 

<i,log (e') i'd, 

alle i, von verschieden sind, tmd zwar kann dabei d, ^ c, ge- 
wählt werden. 

let dann (S die Sarve, welche durch die Gleichungen 

= 1 —, — für |f|Äe' 

<i,log"|(| 
e — » für l/lÄ«* 

lUs) 
bestimmt wird, so sind für z + Zi ^^ Funktionen , , . in dem 

L' 
Gebiete rechts von der Kurve (S und darauf analytisch, and -^ 

h, 
ist dort eine meromorphe Funktion, die nur im Funkte 1 einen 
Pol besitzt, und zwar von erster Ordnung mit dem Residuum 

Wir machen jetzt Gebrancli von der für reelles s >■ 1 bewie- 
senen Fonnel 

in der E(s) eine Funktion bedeatet, die für s:>J eine Entwick- 
lung in eine Dirichletsche ßeihe mit laater positiven Koefficienten 
gestattet. 

Diese Gleichung bleibt offenbar in der gesamten Halbebene 
e >■ 1 gältig ; dabei ist R (s) als komplexe Funktion für fl >• J re- 
gulär und für «Ä J beschränkt. (Denn für ö:> ^ ist |fl(s)| ^B{a).) 

"Wird daher die für ol durch die Reihe V' — ^ definierte 

Funktion mit f{s) bezeichnet, so ergibt sich ans den Eigenschaften 

der Funktionen -^. , daß f{s) sich bis zo der Kurve © analytisch 

ij. CS) 

fortsetzen läßt, und zwar ist f{s) auf IS and rechts davon regulär, 
von dem Punkte s = 1, in welchem f(s) einen Pol 



Femer gilt für 

d.Iog" 
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— 83 — 
eine Äbschätzang 

worin p >■ ist, 

(Für einen späteren Zweck ist es nützlich zu zeigen, daß der 
specielle Wert der positiven Zahl q aaf den folgenden Beweis keinen 
EinBuß hat.) 

Die Snmme S' — » erstreckt sich über alle in der Klasse 

K (= Ka) *) darstellbaren Primzahlen. Ist n eine solche Primzahl, 
so werde log » = 6, gesetzt , für alle übrigen (positiven) n sei 
i, = 0. Hiemadi ist für tf >■ 1 

CO 7, 

m = s -ä-' 

n=l " 
und diese Dirichletsche Reibe konvergiert für « >■ 1 absolat. 

Nun gilt allgemein folgender Satz, der mit Hülfe des Canchy- 
schen Integralsatzes bewiesen wird °) : sind y and T zwei positive 
Größen,- so ist das geradlinig erstreckte Integral 



1 ^2+Ti^ 1 



2m 



= logy+&-^ für y^l, 



wobei jedesmal |@|-<1 ist. 

Ans diesem Satz läßt sich folgende Konsequenz ziehen: ( 



eine für ff > ff, (ff„ -c 2) konvergente, und zwar für s = 2 ab- 
eolat konvergente Birichletache Reihe, die also in ihrem Konver- 
genzbereich eine reguläre Funktion F{s) definiert, x sei eine reelle 
Zahl >- 1 ; dann ist das geradlinig erstreckte Integral 



2»1_ 



0-4-* = s o..iogv+o(i)- 

Denn da für fl = 2 die Biridxletsche Reihe, mitliin auch 

1) Tod jetzt ab soll die betrachtete Klasse statt mit K^ karz mit K be* 
leicbnet werden. 

2) Siehe .Handbuch", Bd. I, § 49. 
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gleichmäßig konvergiert (weil ja — .JV ^ -L-^ iat) , ao darf 
V I w ' I « / 

man gliedweiBe integrieren nnd erhält: 

nnd für diese Summe ergibt sich nach dem eben genannten Htilfs- 
Batz der Aosdrnck: 



Hierin ist |0{M,a;)| <: 1 f ür » = 1, S, ..., (a;:^l); also ist -.-<1 

I n" 1 m' ^, 

Daher ergibt sich (wegen der Konvergenz von 2 ^r-) "> 

der Tat die behauptete Gleichnng, 

Nun sind offenbar für a„ = 6„ die Voraussetzungen des eben 

bewiesenen Satzes erfüllt; daher folgt: j 



^Xlt'*^^»* - i/->°s^^«w- 



Wir nehmen jetzt a; >■ e* an und formen das Integral 
2nij 



1 f2 + x''i -. 



mit Hülfe des Caachyschen Satzes um, indem wir den geraden 
Integrationsweg von q, = 2~x'i nach p^ = 2 + a:' i darch den 
Weg SB ersetzen, der von q, geradlinig nach 

q, = 1 — i~ — ic*i, 

d,log''Ca;^ 

von q, auf der Kurve € nach 

rf.log" (x-) 
nnd von p, wieder geradlinig nach p, fuhrt. 
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und die Länge des Weges ist <:2; also folgt 

Wp. ' 1 * 

Dieselbe Abachatznng gilt offenbar für / — j-/'(s)ds. 

''«1. * 
Anf dem Wege von p^ nacb p, ist 

= 1 i — , t^e*, s = a + ti = s{(), 

dl log* t 



-^ + i -cd,. 

Id.log ■•■ ^i I 



Darans folgt: 









Für hinreichend großes x iat 



-Vlog* 



Wählen wir also x genügend groß, so können wir das Inter- 
vall von e* bis x* zerlegen in die beiden Teil-Intervalle von e* bis 

e ' und von e ' ° bis ar. 

Nnn ist 



y;"^' - ";'"" !.,<:. ^,(.».«)^.y~^ 



.o(ri' 
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X+v — •'ütv; — ■ 

(Denn d, S c, > 1-) 
Denmach ergibt sich 

I = 0\xAo^x.e "^ /, 

and dieselbe Äbschätzang gilt natörlicli anch für / . 

Wir benntzen jetzt die Tatsache, daß x' < 7 ist, nnd schalten 
zwischen x' + l and 8 die Zahlen v, ,v,,tc ein, sodaS 

x' + 1 -c ü, <: w, <: w ■< 8 
ist. 

Dann ist zunächst 

— 4- ~\/iogx — f-i- ~\/log a; — p log log x] ( — v'log«^ 

Hiemach ist ersichtlich, daß für jedes der fünf Integrale, ans 
—^f(s)ds sich additiv zusammensetzt, die Abschätzung 



gältig ist. Somit erhalten wir: 



-+0[x.e 



- Vloga; 
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y^^^i^TSv'Tr, 



■WM für a! > 1 

de&üert , sodaS -< d (a;) <; 1 ist , tmd wird in der gefnndeuen 
Q-leichong x durch x-^S(x).x ersetzt, eo ergibt eich 

« = 1 \ « / «0 

(Man beachte, daß ar-ca; + tf.a;<2a; ist.) 

Wird ferner von dieser Gleichnng die vorige subtrahiert, bo 
folgt: 

Iog(l + d(^)). S 5,+ "s'%,log(^i^) 



-^+o(*..-v'i«^. 



Nan ist 



= 0(d.a:.log3;.log(l + d)) = {*'.«. log«) 



= oU.log^..-^\''°'^^). 
Penn für [a;] + 1 ^ «'ä » + tf» ist 

6.: 



femer ist log(l + J(a:)) = 0(*(a:)), weU Hm tf(i) = ist) 
Demnach folgt 



■^+0U.loga:.a-^Vl»8'), 



and unter Beriicksichtigong der Tatsache, daß 
ist, ergibt sich: 

D,gH,zed.yGOOgIe 



Non werde mit 3Cg{x) die Anzahl der in K darstellbaren*) 
Primzahlen ^x bezeichnet. Dann ergibt sich aas der Defiilition 
von 6„ 

Setzen wir 

n = l 
80 ist, wie eben bewiesen: 



s(x) = -r- + 0\x.e 



— Vloga; 



Andrerseits ist 



„Sz log» *. nÄ2l"g» « = 2 log» 



11 -1\ 



w-a 



*. «Salogn^nSal™ *JUog» log(«+l)j**.log2^1og([i]+l) 
Da für x^2 und eine geeignet gewählte Konstante G 



Äjviog« iog(«+i)r 



ist, 80 ist (für x^2) 



1) Bcilicet: za D teiterfremden. 
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— 90 



„, , 1 1 J - C.».e-'^'\hg(l+^''j 



2 «-»"■«"<: 0, «->"»«•*. 



'■r^ 



"-logZ.logS.Sa 

. ot.e-'''^) 

(denn w-ezS); 
und da aach 

loga; ^ ' 

ist, 80 ergibt sich im ganzen 

wobei *, gleich 2ä oder A ist, je nachdem die Klasse K zweiseitig 
ist oder nicht. 

Und dies ist der za Anfang aufgestellte Satz. 
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II. Teil. 

Von den dnreh eine «tnadratische Form danstellbaren posi- 
tiven, ganzen Zahlen. 



Einleitung. 

Bnrüh Anwendtmg der bisher entwickelten analytiechen Hülfs- 
mittel läßt sich auch für die Anzahl aller durch eine bestiannte 
Form ^) der Diskriminante D darstellbaren Zahlen unterhalb einer 
Grenze x eine Abschätzung beweisen. 

Eb bezeichne A,{x) die Anzahl aller durch die Klaese K 
eigentlich darstellbaren (positiven) Zahlen ^x,Bg{x) die Anzahl 
aller durch K schlechthin darstellbaren Zahlen ^x (wobei unter 
einer „schlechthin" darstellbaren Zahl eine solche zu verstehen 
ist, die eigentlich oder aneigentlich darstellbar ist), dann 
ist: 

AW = -|^ + o/-V) 

Vioga: Uog'«/ 

ylog^ Alog'a:/ 

falls alle Klassen der Diskriminante D zweiseitig sind; andern- 
falls ist 



Vlog» 



ViSgF.nogi)'/ 



yloga; 



l\ogx.(logx) 



1) Doter „Fonnen" sollen weiter wie bisher nor primitive (und für 2>-< 
auch nur positive) Formen verstanden werden. 
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wobei A wie bisher die Klassenzahl bedeutet and für *' jede positiv 
Größe gesetzt •werden kann, welche ■< 1 and ^-j~ ist. 
(Die Bedingang &'^-j-, welche zur Folge hat, daß 



v' X 



\Vlog3:.(loga;)^/ 



ist, kann nur für A = 3 zur Geltang kommen, weil für A <: 3 
alle Klassen zweiseitig sind and für A ^ 4 die Fordemng fr' ^ -j- 
für #' *c 1 von selbst erfällt ist.) 

Dabei bedeuten C und C zwei von verschiedene, nur von 
D abhängige Konstanten. 

Der wesentliche Inhalt der aufgestellten Behauptung liegt in 
folgenden zwei Sätzen: 

1) Bei jeder Kla„e K lat -'.WV?^^ ^j P.W-VKi^ 

für a; = oo einen von verschiedenen (Jrenzwert. 

2) Sind K und K' zwei verschiedene Formen-Klassen , die zu 
derselben Diskriminante D gehören, so ist 

es werden also in jeder Formen-EHasse der Diskrimioante D 
asymptotisch gleich viele Zahlen (sowohl eigentlich wie 
schlechthin) dargestellt. 
(Man beachte, daß der entsprechende Satz für arithmetische 
^Reihen trivial ist.) 



§ 1. Über die Darstellui^ von Zahlen durch Klassen 
eines Qeschlechts. 

Wir haben im ersten Teil, nur die Darstellung von solchen 
Zahlen betrachtet, die zu D teilerfremd sind. Jetzt müssen zur 
Ergänzung einige elementare Sätze über die Darstellung beliebiger 
Zahlen zusammengestellt werden, wobei znuächst nur eigent- 
liche Darstellungen in Betracht gezogen werden sollen. 

1) Sind m, und m, teilerfremd , so ist m, . m, dann und nor 
dann durch irgend eine Form der Diskriminante J) darstellbar, 
wenn m. und m, darstellbar sind. 
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Denn was die Bedingangs-Kongroenz 
X* = D (mod 4m, m^ 
betrifft, so ist sie lünsichtlich ihrer Lösbarkeit gleichwertig mit 
dem ST'Btem der beiden Kongraenzen 

a^ = D (mod 4imJ 
3? = B (mod 4m,), 
welche, falls sie einzeln lösbar sind, aach eine gemeinsame Losmig 
besitzen. 

Lassen sich femer iu den Gleichungen 
x\ — 4m, K, ^ i) 
a;J — 4m,w, ^ D 

die Zahlen x, , x^ so wählen , daß *n^,x^, n^ keinen gemeinsamen 
Teiler haben nnd ebensowenig m,, :r,, »,, dann läßt sich auch die 
Kongrnenzwarzel x ao wählen, daß in der Gleichung 

iC*— 4™,m,n = D 
die Zahlen m, m, , x, m teilerfremd sind. Denn wir erhalten eine 
Lösung X aas den £ongraenzen 

X = x^ (mod 2m,) 
X = x^ (mod 2ot,) 
(welche jedenfalls eine gemeinsame Lösnng besitzen, weil 

(m, , »mJ = 1 nnd x^ = x^ (mod 2) 
ist). Hätten nnn für ein solches x die Zahlen Wj.m,, x, n einen 
gemeinsamen Primteiler p, so müßte dieser entweder in m^,x,n 
oder in m,,x,n aufgehen. Nehmen wir etwa das erste an, so er- 
gäbe sich, da 

X = x^-\- 2Jlm, 
ist, daß p auch in x, aufginge, and ans den Gleichungen 

a;'— 4m,)«,M = fl:^ + 4ia;,?K, + 4A'm5 — 4m,m,M = a:J — 4m,«, 
«, = m, n — Aa:, — X'm, 

würde folgen, daß p in w, , also gemeinsam in m, , a;, , m, aufginge. 
Was der Voraussetzung widerspricht. 

Umgekehrt erhält man aus einer Gleichung 
»' — 4m, wi, n = D, 
in der »i.w,, x, n teilerfremd sind, sofort zwei Gleichungen 
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a;' — 4»M, M, ^ jD, 

bei denen bezüglich m, , x, «, und m, , x, n, teilerfremd sind. Man 
brancht dazu nnt 

fn,n ^. n,, m,« ^ «^ 
za setzen. Denn hätten etwa m^, x, m,n einen gemeinsamen Teiler, 
so müßte dieser, da (»«,,»10 "" ^ ^s*i "> "> *^^** gemeinsam in 
ni,m,, rc, » aufgellen, entgegen der AnnaJime. 

Gibt es also zwei primitive Formen (der Biskriminante Z>) 
(m, , «, , M,), (m, , a:, , n,), 
so gibt es auch eine primitive Form (m, m, , x, n) und umgekehrt. 
Dies ist aber gleichbedeutend mit der aufgestellten Behauptung. 

2) Sind m, und m, zwei zueinander teilerfremde, darstellbare 
Zahlen, so ist jede Klasse, durch die m^m^ darstellbar ist, gleich 
dem Produkt zweier Klassen, von denen die eine m, , die andre m, 
darstellt, und umgekehrt läßt sich durch jede Klasse, die gleich 
einem solchen Produkt ist, die Zahl »b,«i, darstellen. 

Dies ergibt sich daraus, daß einerseits jede Form {m^m^, x, n) 
sich zosanimensetzen läßt ans den Formen 

(«!,, X, m^n), (m,, x, »![«) 
und daß man ans zwei Formen 

{m, , X^ , «,), (Mi, , «, , «,), 

die ja (zufolge der Bedingung (m,, m,) = 1) sicher einhellig sind, 
durch Komposition eine Form (m^m^, x, n) gewinnt. 

Für die Zulassung der uueigentlicben Darstellongen ist fol- 
gendes zu bemerken: 

Eine Zahl 



ist dann und nur dann schlechthin darstellbar, wenij jeder zu D 
teilerfremde Primfaktor p^ , zu dem ein ungerader Exponent a, ge- 
hört, darstellbar ist und wenn für die in D aufgehenden Prim- 
teiler p, mit ungeradem Exponenten a, eine eigentlich darstellbare 
ungerade Potenz von p, in p^' aufgeht. 

Denn m ist dann und nur dann schlechthin darstellbar, wenn 
es zwei Zahlen m', m" von der Art gibt, daß m' eigentlich dar- 
stellbar und 
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ist. Bei dieser Zerlegong von m mnß oiFenbar yon jedem Prim- 
faktor Pr, für den a^ nngerade ist, die höchste in m' aufgehende 
Potenz ongerade (und daher gewiß äp,) sein, and nach Satz 1) 
folgt, daß diese in p/ aufgehende Primzahlpotenz eigentlich dar- 
stellbar ist ; im Falle {p, , JD) = 1 können wir weiter schließen, 
daß Pf selbst darstellbar eein mnß. Q-ibt es mngekehrt za jedem 
ungeraden a, ein angerades ß, ^ k, derart, daß p, eigentlich dar- 
stellbar ist, dann braucht man nar 

n' i^* = ™' 

(uy angerade) 
za setzen, tun eine Zerlegung 

m ^ m'm"* 
zn erhalten, bei der m' eigentlich darstellbar ist. 

Pur die Darstellung schlechthin von Zahlen, die zn Z> teiler- 
fremd sind, gilt ebenso wie für die eigentliche Darstellung der 
Satz, daß zwei Darstellungen derselben Zahl stets in demselben 
Geschledit stattfinden. Denn ist (m, D) ^ 1 nnd ist m in K und 
in E! darstellbar, so gibt es für m zwei Zerlegungen 

»» ^ IM, . mj , m ^ m[ m'* 
derart, daß m, bx K, mj in £' eigentlich darstellbar ist. Setzen 
wir 

(m,, MiJ) = d, f», = dn,, w| = dn[, 
so ist 

Wif»! s=s n[m" 

(»,,»;) = 1. 

und daraas geht hervor, daß n, nnd n\ Qaadratzablen sind. Da 



(»,,D)-«,B)- 1 
ist, Bo können «, und n[ nur durch Klassen des Hauptgeschlechts 
eigentlich dargestellt werden. Femer entspricht den beiden Zer- 



)rt, ^ dn,, mj = dn[ 
(mindestens) ein Paar von Zerlegungen der Klassen K, K' 
K = KK, K' = K' .E" 

von der Art, daß d sowohl in K wie in K', n, in Ä" »md n[ in 
■K' eigentlich darstellbar ist. 



:yGoogIe 



PV'^?^??^?^ 



Dem eben gesagten zufolge mäsBen K und K' zum Haapt- 
gescblecbt gehören, K gebort demBelben Gescblecbt an wie K', 
also gebort auch K zu. demselben Grescblecbt wie K'. 

Aas diesem Satz ergibt sieb insbesondere : ist (m, D) >= 1 -and 
m = q'm', wo 3' das größte in m aufgebende Qnadrat bedentet, 
so ist in einem bestimmten Glescblecbt die Zahl m dann und bot 
dann acblecbtbin darstellbar, wenn m' darin darstellbar ist. 

Sofern nämlich m überhaupt darstellbar ist, maß auch m' dar- 
stellbar sein, and in dem GreBchlecht, in welchem m' darstellbar 
ist, gibt es dann jedenfalls eine Darstellnng von m; mitbin müssen 
alle Darstellungen yon m in diesem Geschlecht stattfinden- 

Es läßt sich femer aas dem Satz 2) über eigentliche Dar- 
stellungen folgende Tatsache entnehmen: ist m in der Klasse K. 
schlechthin darstellbar und sind m,, m, zwei teilerfremde Zahlen, 
deren Produkt m ergibt, so sind m, und m, (bezüglich)' schlechthin 
darstellbar in zwei Klassen K"\ K"\ deren Zusammensetzang K 
ergibt; sind umgekehrt zwei teilerfremde Zahlen »i, und w, be- 
züglich durch £'" und Z'" schlechthin darstellbar, so ist m, »J, durch 
K"' K'" schlechthin darstellbar. — 

Wir brauchen nun für die folgenden Schlüsse einen funda- 
mentalen Satz ans der Gruppentbeorie, den wir implicite bereits 
angewendet haben, da sich auf ihn der Beweis für die Existenz 
der Charaktere einer Äbelscben Gruppe stützt. Dieser Satz lautet : 
in jeder Abelschen Grappe gibt es ein System von n ysrscbiedenen 
Elementen C,, ...,C„ und von zugehörigen (positiven) ganzen Zahlen 
a, , . . ., a„ von der Art, daß sich jedes Element der Gruppe durch 
ein Potenzprodakt - 

C"' . , , C"" 

darstellen läßt, wobei jedes der w, bezüglich modulo o, eindeutig 
(durch das Element) bestimmt ist. 

(a, ist der „Grad" von C„ d. h. die kleinste unter denjenigen 
positiven Zahlen n, für welche C' gleich dem Einheitselement ist. 
Das Produkt a,, ..,, a„ ist gleich der Ordnung der Abelschen 
Gruppe.) 

Die Anwendung dieses Satzes auf die Abelsche Grappe der 
Eormen-Klassen lehrt uns, daß man n verschiedene Klassen 

H„ ..., H„ 

(ein System von „^Fandaineatalklassen") auswählen kann, durch die 
sich alle Klassen als Potenzprodukte auf eindeutige Weise (in dem 
angegebenen Sinne) darstellen lassen. (Das Produkt a, . . . o„ der 
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Grade von JB„ ..., ff^ ist gleich k. — Eine rundameiitalklasee H, ist 
offenbar dann nud nur dann zweiseitig, wenn ihr Grad a, £ 2 ist.) 
Ans der Tatsache der Eindeutigkeit der Darstellong einer 
Elasse K durch fl,, ..., S^ ergibt sich insbesondere folgendes: ist 
a, eine gerade Zahl, so maß in der Barstellang einer zom Hanpi- 
geschleckt gehSrigen Ellasse K durch die Fondamentalklassen der 
Exponent «, gerade sein. Denn K muß sich in der Form E' dar- 
stellen lassen, und wenn 

K= Ef' ...fif- 
ist, so ist 

i*= Hf'...H^, 
and hierin maß 

2k, = «, (mod aj 

sein. Da a, gerade sein soll, maß also a, gerade sein. Ist nmge- 
hehrt in der Darstellang 

für jedes S^, zu dem ein gerades a, gehört, der Exponent a, 
gerade, so ist K eine Klasse des Haaptgeschlechts. Denn da für 
ein tmgerades «^ jedenfalls eine zn a^ modolo a„ kongruente gerade 
Zahl existiert, so können in der Darstellung von K durch die 
Fondamentalklassen alle Exponenten geradzahlig gewählt werden, 
sodaß in Evidenz tritt, daß K gleich dem Qiiadrat einer Klasse ist. 
Hieraus folgt: zwei Klassen 

K = B^'... iC" ^ad K' = fff' . . . B^' 

gehören dann und nur dann demselben Geschlecht an, wenn für 
jede Fundamentalklasse B^ von geradem Grade die Exponenten 
«,, «t modulo 2 kongruent sind. 

Nach diesen Vorbereitungen beginnen wir mit dem Beweise 
folgendes elementaren Satzes: 

Es sei a eine ganze Zahl >- 2. n, , . . ., «^ seien gewisse Zahlen, 
die nicht alle von einander verschieden zu sein brauchen und über 
die nur vorausgesetzt wird, daß jede von ihnen zu a teUerfremd ist. 

Man setze in dem Ausdruck 

e,«,H 1-£«"^ 

für £,,..., Ejü nacheinander alle 2'' Kombinationen von reellen Ein- 
heiten, Dann kommt unter den 2" so entstehenden Zahlen 

bei angeradem a für fi ^ a — 1 ans jeder ßestklasse modulo a 
mindestens eine Zahl vor, 

7 
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and bei geradem a kommt fSr /t > -^ — 1 ans jeder Kestklasse 
modolo a, deren ZaMen = (i (mod 2) sind, mindestens eine Zahl 
vor, während aas den übrigen ßestklassen keine Zahl vorkommt. 
(Dieee letzte Bemerkung ist trivial; denn da für gerades a die 
Zahlen n^, ..., »^ sämtlich migerade sind, so ist 

e, «., H \-i^% = (* (mod 2). 

Im folgenden möge für einen geraden Modnl eine Restklasse 
als gerade oder ungerade bezeichnet werden, je nachdem die in 
ihr enthaltenen Zahlen gerade oder ungerade sind.) 

Zum Beweise nehmen wir zunächst "eine unbegrenzte Folge 
von positiven (nicht notwendig verschiedenen) Zahlen m,, «,, ... an, 
deren jede zu a teilerfremd ist, imd eine positive Zahl x von der 
Beschaffenheit, daß unter den 2' Zahlen 
e,«,H l-s.«. 

bei geradem a höchstens von (-q- — 1) Restklassen, bei ungeradem 

a höchstens von (o — 1) Restklassen (modolo o) Repräsentanten 
auftreten, und wollen zeigen, daß durch die 2**' Zahlen 

mehr Restklassen repräsentiert werden als durch die Zahlen 

£, «,H l-*»«i- 

Es seien r,, ..., r^ die verschiedenen kleinsten positiven Reste 
modolo a der in der Form 

£, M, H h *i «„ 

auftretenden Zahlen. Bann werden durch die Zahlen 

e,w, + ■•■ + £„,»,« 
gerade so viele Restklassen repräsentiert wie durch die 2k Zahlen 

Dabei kann offenbar für a =^ ß, (o, (3 = 1, . . ., k) weder 

''o+^t+i = *'p + «%+i (moda) 
noch 

*"„ — n^, = r^ — M,^, (mod o) 

sein. Wären daher nnter den 2k Zahlen (r„ ± n^,) nicht mehr als 
k zu einander inkongruent modulo a, so müßten die Zahlen r^ + «„^„ 
abgesehen von der Reihenfolge, denselben Restklassen angehören 
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wie die Zahlen r^ — w^^.,. Daraus wurde aber folgen, daß 



also 

2kn^, = (mod a) 

wäre, und da (»«.i,«) = 1 ist, so müßte 
für ungerades a 

fc = 0(niodo), k^a, 
für gerades a 



sein, während nach anserer Annahme 
für ungerades a 

k^a-l, 
für 1 



ist. Es folgi also, daß durch die Zahlen (r^ ± n,^,), mitbin auch 
durch die Zahlen «, «iH t-CnnW«« mehr als & Itestklassen reprä- 
sentiert werden. 

Solange also durch die Zahlen e,«, H \-^x^x noch nicht die, 

verlangte Anzahl (a oder -^j von Restklasaen repräsentiert wird, 

tritt durch Hinzufügung eines Gliedes ^,+1«,+, eine Vermehrung 
der Anzahl der auftretenden Kestklassen ein. Andrerseits ist er- 
sichtlich, daß durch Hinzuftigung eines solchen Gliedes {bei be- 
liebigem x) in keinem Falle eine Verminderung der Anzahl der 
vorkommenden ßestklassen bewirkt werden kann. Beachtet man 
noch, daß durch e,n^ stets zwei Kestklassen repräsentiert werden 
(weil a >- 2 ist), so ergibt sich die Richtigkeit unserer Behauptung. 
Von dem bewiesenen Satze machen wir nun Gebrauch, um 
daraus für den Fall, daß nicht alle Formen-Klassen der Diskrimi- 
nante D zweiseitig sind (daß also die Anzahl der Klassen in einem 
Geschlecht :> 1 ist) '), folgende Konsequenz abzuleiten : es werde 
die Zahl m durch eine Klasse K dargestellt ; ferner sei m so be- 
schaffen, daß zu jeder nicht ambigen Fundamentalklasse E^ (für 



1) In den Falle, wo alle Formen-EIasseu zweiseitig sind, ist die folgende 
Behauptung mchtssagend. 

7* 
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die also «^ ä 3 ist) mindestens i, verschiedene zn D teilerfremde 
nnd in H^ darstellbare Primzahlen existieren, für welche der Ex- 
ponent ihrer höchsten in m aufgehenden Potenz za a, teilerfremd 
ist (wobei k^ gleich (w,— 1) oder gleich 1-^— 11 zn setzen ist, je 
nachdem a, ungerade oder gerade ist); dann ist m darch jede 
Klasse desjenigen Gescblecfais darstellbar, dem K angehört. 

(Der Satz gilt sowohl, wenn man nnter Darstellbarkeit jedes- 
mal eigentliche Barsteilbarkeit, wie anch, wenn man darnnter 
Darstellbarkeit schlechthin versteht. Der folgende Beweis ist für 
beide Bedentnngen von „Darstellang" gültig.) 

Nach Yoraassetzang können wir zn jeder Fnndamentalklasse 
B,, welche nicht zweiseitig ist, ä, verschiedene ') Primzahlen 
p„, . . . , p^j wählen, die nicht in D anfgehen und in H^ darstellbar 
sind, wobei noch die Bedingung erfüllt ist, daß der Exponent a^ 
der höchsten in m aufgebenden Potenz von p^ zn a, teilerfremd 
ist (ftir p = 1, ..., ij. 

Setzen wir 

wo das Produkt über alle diejenigen v zu erstrecken ist, zn denrai 
ein nicht ambiges H, gehört; dann ist 

m = m,»!, nnd {m^,m^ = 1, (m,, 7)) ^ 1. 

Da p^ durch E, darstellbar und zn D teilerfremd ist, so ist 
p^ durch Hl'' "'^ darstellbar, wobei für b^ sowohl (+ 1) wie (— 1) 
gesetzt werden kann. Folglich ist 

'"■'"■■■''It' 

darstellbar durch die Klassen 

_a_*'«^' + -" + %%fc,_ 

Nach dem vorigen Satz treten imter den Zahlen 

e,«*i + --- + eft.«pj:„ (ej = ±l für p = 1, ■■.,*,) 

für ungerades a, Kepräsentanten von allen Restklassen, für gerades 
a, Eepräsentanten entweder aller geraden oder aller ungeraden 
Kestklassen modulo a„ auf (wie aus der Bestimmring von Ä, folgt). 



1) Für ein nicht zweiseitiges Sy iat Jt,Ä-^ — 1:>0. 
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Femer sind je zwei Zahlen P^,^ ...p jS welche zo verschie- 
denen Werten von v geliSren, zu einander teilerfiemd, weil zwei 
verschiedene Fandamentalhlassen nicht zn einander ent^gengesetzt 
sein und daher anch nicht gemeinBam eine zn D teilerfremde Prim- 
zahl darstellen können. 

Hieraas folgt, daß m^ durch jede der Klassen 

^.^^^^n + '-' + X^vK 

darstellbar ist. 

Berücksichtigt man noch, daß bei der Darstellang der Klassen 
durch die Fundamentalklassen, der Exponent von H^ nur modulo 
a^ bestimmt ist, so gelangt man anf Grnnd der genannten Tat- 
sachen zn folgendem Ergebnis : es gibt eine Oesamtheit von Klassen, 
deren jede die Zahl m, darstellt, und die man ans einer gewissen 
Klasse 

(in welcher für jede ambige Fundamentalklasse Hi der Exponent 
«j gleich ist) dadurch erhält, daß man für jedes v (v=l, ...,n) 
der Reihe nach entweder alle Zahlen oder alle zu a, modnlo 2 
fcongrnenten Zahlen eines vollständigen Restsystems von a^ setzt, 
je nachdem a, nngerade oder gerade ist. Dies besagt aber, wie 
vorhin bewiesen, daß m, durch sämtliche Klassen eines gewissen 
Geschlechts darstellbar ist. Da andrerseits m, zn D teilerfremd 
ist, so ist m, nur in einem Geschlecht darstellbar. 

Ist also K'" irgend eine Klasse, durch die »t[ dargestellt wird, 
so wird )rt, durch jede Klasse desjenigen G-eschlechts dargestellt, 
dem Z'" angehört. Da ferner m durch die Klasse K dargestellt 
wird und (m,, m,) = 1 ist, so gibt es zwei Klassen K'", K'^\ durch 
die bezüglich m, , m, dargestellt werden und die der Bedingung 

K"'K"> = K 
genügen. Stellt andrerseits K'-" die Zahl m, dar and ist 

K^'K'" = K, 
60 stellt K die Zahl m dar. Nun wird wi, durch alle Klassen K"' 
dargestdit, die zu demselben Geschlecht gehören wie E'-", nnd 
wenn ^"* die Klassen dieses Geschlechts darchläuft, so durch- 
läuft K (= jfC"'Ä'"') alle Klassen des Geschlechts, zu welchem K 
gehört. Dnrch alle diese Klassen ist also m darstellbar, wie be- 
hauptet wurde. 
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Wir wollen eine (dnrcb Formen der Diskriminante If) sctlecHt- 
hin darstellbare positive Zabl m, die für ein bestimintes t> (v = 1, . . ., n) 
weniger als A;, zu B teilerfremde, in H^ darstellbare FrimzdileQ 
(genau) in einer za a, teilerfremden Potenz entbält, eine n^^s- 
nabmezabl" für die Klasse H^ nennen. 

(Banacb ist eine Zabl als ÄDsnahmezabl nur in Bezng auf 
eine bestimmte Wahl der Fnndamentalklassen erklärt. Femer ist 
klar, daß für eine zweiseitige Fondamentalklasse keine Ansnahme- 
zablen existieren können, weil h^ sowohl für o, = 2 wie für 
d, = 1 den Wert bat. Hieraas folgt, daß es bei einer Diskri- 
minante D, deren sämtliche Klassen zweiseitig , sind, überhaupt 
keine Aasnabmezablen gibt.) 

Mit Hülfe der eingeführten Definition läßt sich das gefundene 
Ergebnis folgendermaßen aussprechen: ist eine positive Zabl m in 
einem Oeseblecbt Q^ darstellbar, dagegen nicht dnrch alle Klassen 
von ff^,, so ist m für mindestens eine der Fnndamentalklassen -ET 
eine Ansnahmezabl. (In dieser FormoHerimg sind zwei Sätze za- 
sammengefaßt, die man erhält, indem man einmal „darstellbar" Im 
Sinne von „eigentlich darstellbar", das andre Mal im Sinne von 
„schlechthin darstellbar" versteht.) 

Nehmen wir die letzten Hesnltate zasammen, so finden wir: 
nm die als gültig behaupteten Abschätzangeu für die Anzahl der 
in K eigentlich darstellbaren nnd für die der in K schlechthin 
darstellbaren positiven Zahlen ') < a; zn beweisen, genügt es; für 
folgende Sätze den Beweis zu führen : 

Die Anzahl (^.{a:}) der in einem Geschlecht ff, eigentlich 
darstellbaren Zahlen ^ x ist gleich 

yloga; \log*3:/ 
die Anzahl (B^(a;)) der in G, schlechthin darstellbaren Zahlen <a; 
ist gleich 

Vloga; \log*3:/ 

die Anzahl der Ausnahmezahlen ^ x für eine (nicht ambige) 
Fundamentalklasse H, ist gleich 



Vlog3:.(Ioga:) 



1) Von jetzt ab sind stets, wenn von daratellbaren Zahlen die Rede ist, 

itive darstellbare Zahlen gemeint 
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worin maii für &' jede positive Größe setzen kann, die nur der 
Bedingung 

genügt. (Die Bedingung d'<-^ ist jetzt ausgeschaltet.) 

% 2. Über die Anzahl der in einem bestimmten Qeschlecht 

darstellbaren Zahlen 

unterhalb einer vorgeschriebenen Grenze. 

Wir wenden uns zunächst der Aufgabe zu, die Änzalil der in 
einem G-eschlecht eigentlich darstellbaren Zahlen ^ x abzuschätzen. 

Es seien G„...,G„ die verschiedenen Geschlechter für die 
Diskriminante D. 

Man sieht leicht, daß sich eine Komposition der Geschlechter 
von der Art einführen laßt, daß das Produkt KK' zweier Klassen 
K, K', von denen K dem Geschlecht G„ , K' dem Geschlecht G. 
angehört, eine Klasse des Geschlechts G^G^ ist. 

Bei dieser Komposition bilden die Geschlechter eine Atelsche 
Grrnppe (die sogenannte „Faktorgruppe" der Gmppe G der Klassen 
im Hauptgescblecht (G,) in Bezug auf die Abelsche Gruppe aller 
Klassen, oder die zu G „komplementäre" Gruppe). Es ist auch 
leicht zu zeigen, daß die reellen Klassen - Charaktere unmittelbar 
die Charaktere für die Gmppe der Geschlechter liefern. Denn 
ein reeller Charakter x liat für jede Klasse des Geschlechtes G„ 
denselben Wert. Bezeichnet man diesen Wert mit xiG^)' ^o ist 

und 

Ferner stimmt die Anzahl a der reellen Charaktere mit der An- 
zahl der Geschlechter überein, sodaß jedem reellen Klassen- 
Charakter umkehrbar eindeutig ein „Geschlechts-Charakter" ent- 
spricht'). Da das Quadrat jeder Klasse zum Hauptgeschlecht ge- 
hört, so ist in der Gruppe der Geschlechter das Quadrat jedes 
Elementes gleich dem Einheitselement. Somit ist ein Produkt 
O^G^ dann und nur dann gleich G,, wenn 

e. = Of 

ist. — 

1) Wie aus den Ergebnissen des § 2 im ersten Teil hervorgeht, stimmen 
die so eingeführten Geschlechts • Charaktere mit den Gaußischen Geschlechts- 
Cbarakteren überein. 
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Wie früher soll x(") ^^^ jedes zu D teilerfremde, eigenilicli 
darstellbare n den "Wert des reellen^) Charakters % ^^ das G^e- 
Bchlecht bezeichnen, in welchem n darstellbar ist. Hierbei ist für 
zwei zu D teilerfremde, eigentlich darstellbare Zahlen »,, », 

Xi»i) ■%(»,) = X («.«.)■ 

(Ans der Darstellbarkeit von n, und n, folgt die von n,»,, da 

(»„D) = {«„D) = 1 ist.) 

Es kommt nim darauf an, die für :> 1 reguläre Funktion 
F,{s), die man erhält, indem man in der Keihe 

^<^ 1 



für tn der Reihe nach alle in G, eigentlich darstellbaren Zahlen 
setzt, durch die Funktionen X„(s) auszudrücken. 

Dazu gehen wir aus von der für tf > 1 nnd für jeden reellen 
Charakter % gültigen Gleichung 



n 



-1 1. 



i(p.) 



worin mit P, , p, , • . - die zu D teilerfremden, darstellbaren Prim- 
zahlen (etwa der Größe nach geordnet) bezeichnet sind und der 
Summations - Index » diejenigen (positiven) Zahlen durchläuft, 
welche nur durch solche Primzahlen teilbar sind, die unter den p^ 
vorkommen, sodaß also in der Summe 2' gerade die zu D teiler- 

firemden , eigentlich darstellbaren Zahlen im Nenner auftreten. 
Dabei konvergiert das unendliche Produkt und die unendliche 
Summe für ^ 1 + tf , d > absolut und gleichmäßig, sodaß die 
durch das Produkt und die Summe für 9 => 1 dargestellte Funk- 
tion in dieser Halbebene regulär und von verschieden ist. 

(Die Gleichung wird genau so bewiesen wie die entsprechende 
Produktformel für die g- Funktion. Sie bleibt auch richtig, wenn 
in der Folge p,, p,, ... nur die durch eine bestimmte Klasse dar- 
stellbaren, zu D teilerfremden Primzahlen auftreten und dem- 
gemäß « nur diejenigen Zahlen durchläuft, welche durch keine 
Primzahl teilbar sind, die nicht in der Reihe der p, enthalten ist.) 



1} X bedeutet in diesem Paragraphen stets einen reellen Charakter. 
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"Wir müssen jetzt auch diejenigen darstellbaren Z^en berück- 
siclitigen, die mit D einen gemeinsamen Teiler > 1 haben. In 
dieser Hinsicht ist folgendes zu bedenken; jede positive Zahl läßt 
sich, raid zwar nur aof eine Weise, so in zwei (positive) Faktoren 
zerlegen, daß der eine zu D teüerfremd ist und der andre durch 
keine Primzahl teilbar ist, die nicht in D aufgeht. (Eine Zahl 
der zweiten Art möge im folgenden zur Abküi-zung ein „Fotenz- 
teiler" von D genannt werden.) 

Es gilt nun für ff > die Identität 
1 



P/i 1 L 



wo p die Primteiler von D und d die Potenzteiler von D durch- 
läuft. 

Die Summe 2 konvergiert für ff > absolut imd für « > 5 :> 
d 
gleichmäßig. Dasselbe gilt daher von der Somme 



welche sich nur über diejenigen Potenzteiler von D erstreckt, die 
in dem G-eschlecht G, eigentlich darstellbar sind. Ebenso kon- 
vergiert auch die Summe 

absolut und gleichmäßig für ff ^ d ;:> 0, 

Da zwei absolut konvergente Keihen gliedweise ausmultipli- 
ciert werden dürfen, so folgt für ö ;::- 1 

WO 2.1 ^^^ diejenigen v zu erstrecken ist, für welche d in ff, 
eigentlich dargestellt werden kann. / 2' konvergiert wiederum 
für ff>-l absolut.) 

Ist nun m eine eigentlich darstellbare Zahl und m ^ n.d 
ihre Zerlegong in eine zu D teilerfremde Zahl und einen Potenz- 
teiler von I), so ist («, d) = 1 ; mithin sind n und d eigentlich 
darsteUbar, und zwar n nur in einem Geschlecht, während dies 
für d nicht zuzutreffen braucht. Jedenfalls ist die Anzahl der 
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Terschiedenen Geschlechter, in denen m eigentlich darstellbar ist, 
gleich der Anzahl der Geschlechter, in denen d eigentlich dar- 
stellbar ist, und wenn w darch das Geschlecht (?„ dargestellt 
wird, so entspricht einer eigentlichen Darstellnng von d durch 
das Geschlecht ff, eine eigentliche Daretellang von «d (= m) 
durch ff„ff, nnd umgekehrt. 

Daraus folgt aber, daß SäIzWzC-)} gleich der Samme der 

Werte von x f"r diejenigen Geschlechter ist, in denen m (= nä) 
eigentlich darstellbar ist. Es ergibt sich also 

2:.|z(»).z(ej| . , 

wobei in 2*' *^^^ diejenigen Zahlen anftreten, die in G, eigent- 
lich darstellbar sind, sodaß 

ist. Setzen wir femer 



J,.(G.)5'V = ^«W. 



wo -H»(s) für ff^i regulär nnd, wie leicht ersichtüch, beschränkt 
ißt, so folgt für « :> 1 

pI 

Multipliciert man auf beiden Seiten mit xi^.) ™iä bildet die 
Summe über alle reellen Charaktere j;, so folgt, da 2 zC^g) 

gleich a oder ist, je nachdem ff das Hanptgeschlecht ist oder 
nicht, nnd da G^ ff „ dann und nur dann gleich dem Hauptgesohlecht 
ist, wenn ff„ = G^ ist: 

Andrerseits ist für ff >- 1 

n— V- n, — hj-f] = «(>)■ n, — ^ = i^w- 
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(q doTcliläaft die zu D teilerfremden, nicht darstellbaren Prim- 
zahlen.) Die Fnnktionen L. (a) sind rechts von der Korve S (nach 
der früheren Bezeichnung) nnd daranf von verschieden nnd re- 
gnlät<\ abgesehen davon, daß L„ (s) für s = 1 einen Pol erster 
Ordnnng besitzt. In dem links dorch S abgegrenzten Gebiet 
(and auch auf der Grenze) sind also für j; 4= Zi ^i^ Fanktionen 
± \/L^ (s) regulär, und nimmt man aus dem Gebiet die geradlinige 

Strecke © von d bis 1 (d ^ 1 — .^ , > -^-1 anf der reellen Axe 

heraus, so sind in dem er halten en Bereich und auf dessen Rand^) 

die beiden Fanktionen ± SjL, (s), abgesehen vom Punkte 1, regulär. 

G (s) ist für ff > ft regulär und von verschieden, daher sind 

die Funktionen ± \lG(s), ± auf der Kurve S und rechts 

davon regulär. 

Nun besagt (für ff:>l) die vorige Gleichung: 



Jiirlsi = W55^'** 



wobei die Funktionen \jG{s) und \JL (s) so zu normieren sind, 
daß sie für positives s :=> 1 positive Werte haben. 
Somit ergibt sich für ff :> 1 

■^■('' "" ^W? S„i:(0.)«2(»)VijM 

«VöW i reell 

<n/e(s) oVö(8) jfj, 

- Fl"ls)+F«'{s). 

Hierbei ist zunächst ersichtlich, daß Fl^'(s) gar nicht von v 
abhängt. Femer lehren uns die Ausdrücke für F"',und F"', daß 
Fl" sich bis an die Kurv^ ß, F"' bis an S und © analytisch fort- 
setzen läßt, wobei auf den Eandlinien (E, ©) noch Regularität be- 
steht, wenn man für F'" den Punkt s = 1 ansnimmt. 

Auf dem Teil des von der Kurve @ bis zu der Geraden 
ff ;= 2 reichenden Streifens, für welchen | / 1 > e' ist, bestehen die 
Abschätzungen : 

|i,(»)|<:t,log|(!. 



1) Die Strecke € muQ doppelt als Randlinie gerechnet werden. 
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Da - ■-, . ; - tind H. (s) fnr ff > ■& beschränkt sind (was für „. . 
G{s) *^' ■■ G(s) 

daraus folgt, daß für ff > * 

ioki = n|i-^!srr(i+i) 

nnd 2* > 1 ist), so ergibt eich, daß für 

1 



^e\ 2>ff>l- 



■ d. log" Kl 
die Ungleichungen gelten: 

\Fl"is)\<e'}og^\t\, \Fl"(s)l^c"log*\t\. 

Es ist non die Reihe S'^^ti welche F,(s) für ff>-l dar- 
stellt, in dieser Halbebene absolat konvergent, und es ist 

wobei e„ gleich 1 oder ist, je nachdem m im Geschlecht G, eigent- 
lich darstellbar ist oder nicht. Nach einem früher bewiesenen 
Satz folgt hieraus: 



— f 

2m J, 



'"^"''l-j'.w* = i ..iogi+o(i), 



wo das Integral über die geradlinige Verbindang von (2 — a:'») 
und (2 + x' i) zn erstrecken ist. 

Für das Integral anf der linken Seite dieser Gleidiong wollen 
wir jetzt eine von den Koefäcienten e„ anabhängige Abschätzung 
zu gewinnen suchen. Dazu möge zunächst x>-c* angenommen 
werden. 

Zufolge der erhaltenen Zerlegung von F,(s) ist 

und auf Grund der analytischen Eigenschaften von Fl"(s) ergibt 
sich naeh dem Canchyschen Satz, daß auf der rechten Seite dieser 
Gleichung in dem zweiten Integral der geradlinige Integrations- 
weg durch den früher mit SB bezeichneten Weg ersetzt werden 
kann. In dem ersten Integral ist dies nicht zulässig, weil die 
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Strecke @ (einfach gerechnet) nicht za dem KegalaritStsgebiet von 
F'," gehört. Wir verfahren deshalb hier so, daß wir den Weg SB 
in zwei Stücke HS,, SB, teilen, von denen das erste von {2 — x'i) 
nach dem fnnkt s = *, das zweite von * nach (2 + x* i) führt, 
und zwischen diese beiden Stücke den Weg tu einschalten, der 
geradlinig von & nach 1 nnd von 1 wieder nach # zurück führt. 
Der so erhaltene Weg 



Jf.2 + xH-yß 
— T -F"' (s) äs den geradlinigen Weg er- 
2-xH ^ 
setzen, weil J""' in dem Bereich, welcher dorch die beiden Wege 
eingeschlossen wird, nnd andi in den Eandpankten mit Aasnahme 
d es Fn nktea s ^ 1 regulär ist und für s ^ 1 die Funktion 
V'£, (s), mithin auch Fl"(s) nicht stärker anendlich wird als 

— , Bodaß man in den Punkt 1 hinein integrieren darf. Dabei 

ys — 1 

ist zu beachten, daß der Wert des Integranden auf dem Rückweg 
von 1 nach * auf dem andern Ufer der reellen Axe zu nehmen 
ist als bei dem Hinweg von ^ nach 1. 

Da es auf die Keibenfolge der Integrationen über die Teile 
des Weges S nicht ankommt, so kann 



gesetzt werden. 

Ans den für JPJ" und F'" geltenden Abschätzongen ergibt sich 
wie früher: 



/ 



^K"('^,s = 0(..e-^'°", 



für jedes u, > x' + 1, also gewiß für v^ = 8, 
and ebenso 

und da 

,.e-^^' = Ol«.»-'""'»") = 0/-V) 
\log'a;/ 
ist, so folgt 
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Eb handelt sich jetzt dämm, das Integral j ...ds abzuschätzen. 



^"'ir-vx./.)!^ 



Hierin sind 

für \t\^e*, tf i fr, also erst recht für [ s — 1 1 < 1 — * reguläre 
Funktionen, die für s ^ 1 alle von verschieden sind. (Für H, 
ergibt sidi dies nmnittelbar ans der Definition, da die Zahl 1 za 
den Fotenzteilern von D gehört.) Also gilt im Innern and anf 
dem ßande des Kreises | s — 1 1 = 1 — & (sogar in einem etwas 
größeren Kreise), mithin anch anf dem Wege io eine Entwicklung 

-1) ¥(»-!)), 

wo ^(s— 1) eine Keihe nach (positiven) Potenzen von (s — 1) nnd 
Jf ein e von verschiedene Konstante bedentet. (Die Qoadratwnrzel 
^s — 1 können wir so normiert annehmen, daß sie für reelles s > 1 
positiv ist.) 

Dem nach ergibt sich, wenn man berücksichtigt, daß einem 
Werte ^s — 1 auf dem einen Ufer der reellen Axe der Wert 
(_^s — l) anf dem andern Ufer entspricht: 

i+(«-i)¥(»- 






-^(l + (,-l)¥(«-l))d. 

yi — « 



= M'.X. /'^~*^(l + j,.$(y))rf|, 

''o \y 

(anf G-rnnd der Substitotion ö = 1 -y; ^(i/) = -Sß(-y). Mit 
\y ist natürlich die positive Quadratwurzel gemeint). 

j^f 1= — 1 ist dabei eine von verschiedene Konstante, die 

von V unabhängig ist, da ja 1^"' nicht von v abhängt. 

Die Potenzreihe %{y) ist für |y| <1— * beschränkt; deshalb 
kann eine Konstante c so gewählt werden, daß 
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ist. Nnn ist 

log*« *'o 







log'« •'0 log*« 


also ist ' 








X' 


-...*«.. o(^^^\J. 


Femer ist 






/•i-*«-* 




/"» ^r-" . /'O'^ X-* . 






= — / ~^äZ ; / ~?=<'^ 

Vlog »: •'o V» vlog » -'(1 _ a) log . V» 

_ yS ^ g/ 1 ^-(i.-»)log»\ 
Vloga; Vyiog* ' 

(Benn für genügend großes « ist (1 — fr)loga;>- 1.) 



^ Vy vlog« Mog'a: 



Darch Zasammenfassnug der beiden gefondenen Äbschätzangen 
erhalten wir. 

M'xf'''^^il + y.^(y))dy = -^+o(^-), 
Jq \y Vloga; \log*«/ 

wobei C ZOT Abkärzang für M'.s/x gesetzt ist. 
Andrerseite ist 

- S/.iog|-+o(-^). 

» = l " Mog^xl 



S e. = A,{x) 

M= 1 
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gesetzt, so ist ■Ä^(x) die Anzahl der in G^ eigentlich darsteUbaren 
Zahlen £«; femer ist (für x>-l) 

4, . X */•*(?» f^ » du f"' A,{u) , 

2 ««los = 11 ^a I =1 S «n = ( ^^-^dw. 



« = 1 

Demnach erhalten wir 



Ji « \/hii \log»icj 

Nnn sei S{x) eine für a;>- 1 positive Funktion, die für a; = oo 
den Limes hat, während jedoch 3;.S(x) für x ^ oo anendlich 
wird. Dann ist, wie sich unmittelbar ans der Bedentnng von 
Ä^{x) ergibt, für l-ezx^u^x + S.x 

A,ix)S-^,(M)S-^M) + S.x + l 
and daher 

^.(a;) log (1+5(3.)) = r'''*''A(£id«< r'^^"AM_au 

r* ''"^^^^du = ^(3;)log(l+i) + 0(<S.a;.log(I+d)). 

Da femer 

log(l + ff(a;)) = ä(x) + Oid'(x)) = OiS{x)) 
and 

Ä,lx) - 0(x) 
ist, so ergibt sich 

fX + S.x 4 /„\ 



AM) • 



— f 



Darch Anwendung der gefundenen Abschätzung von 

Ji « 

folgt hieraus: 
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und da 



\flcg(x + l).x) = Vlog« + log(l + ä) = v'KgiYl + ^^^^—i 



Viog («+«.«) vi»gi« ^ viogi;; 

ist, so erhalten wir 

+"(— V)- 

\«.log«i/ 



Mog'. 
U.log'l/ 



logarf 
0(i!.a!) 



Vlog« U.log' 

(dennl = 0(i)). 

Nun werde für J(a;) die Fnnktion 
1 
log a; 

gewählt, welche offenbar aUe an ä gestellten Bedingungen erfüllt 
dann ergibt sich die behauptete Abschätzung 

C.x 
Vbi^ * "\iog 



'■'-'-^'i-d^} 



worin C für alle v {v = 1, ..., a) dieselbe Konstante bedeutet, die 
von verschieden ist (nnd deshalb offenbar eine positive Größe 
sein muß). 

Wollen wir für die Anzahl aller (durch irgend eine Form 
der Diskriminante D) eigentlich darstellbaren Zahlen eine Ab- 
schätzung erhalten, so müssen wir an Stelle der Funktion Fy{s) 
diejenige Funktion F(s) betrachten, die für « > 1 durch die Samme 

x^ 1 
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dargestellt wird, in welcher m alle eigenttlioli darstellbaren Zahlen 
dorchläiift. 

Offenbar ist (für ff > 1) 

^ »»' 'f d' -^ n" 

wob«! 5]' über alle eigentlich darstellbaren Potenzteiler von D und 

2 über alle eigentlich darstellbaren, zn D teilerfremden fahlen 

zn erstrecten ist. Dorch die Snmme 2' wird (für tf>-0) eine 

Fnnktion E{s) dargestellt, die für ff ^ J regulär und beschränkt 
ist nnd die im Funkte s = 1 einen von verschiedenen Wert hat. 
Somit ergibt sich für ff >■ 1 die Grieichnng: 

Ans dieser lassen sich genaa dieselben Schlüsse ziehen wie 
ans der entsprechenden Gleichang ftirJP.(s), ond man erhält, wenn 
die Anzahl aller eigentlich darstellbaren Zahlen ^x mit A{x) 
bezeichnet nnd 

C.a.Bll) 

gesetzt wird (wo .E>-0 ist): 

\^ogx yiog^xf 

(Eine Abschätznngs-Formel derselben Art erhält man offenbar für 
die Anzahl aller zu D teilerfremden darstellbaren Zahlen 
^x. Diese ergibt sich übrigens auch als Specialfall eines von 
Herrn Landaa bewiesenen Satzes^).) 

"Wir haben nan noch den Fall zu betrachten, daß aneigent- 
liche DarsteUungen zugelassen werden. Wir suchen also jetzt 
eine Abschätzung für die Anzahl By(x) derjenigen Zahlen <«, 
die in dem Geschlecht G, schlechthin darstellbar sind. 

Eine jede schlechthin darstellbare Zahl m läßt sich zerlegen 
in der Form 



1) Siehe die Abbandlniig über die nLösong des Lehmereclien Probtenu" 
(American Journal of Mathematics, Bd. 31, S. 86—102, 1909). 
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"WO n eine za D teilerfremde, eigentlich darstellbare Zahl, d einen 
schlechthin darstellbaren Potenzteiler von D und m' eine ans den 
(zn D teilerfremden, nicht darstellbaren) Primzahlen q zusammen- 
gesetzte Zahl bedeutet. Eine solche Zerlegung ist nny anf eine 
"Weise möglich. Umgekehrt ist jede Zahl m, welche sich anf die 
angegebene Art zerlegen läßt, schlechthin darstellbar. 

Es handelt sich nun wieder darum, die in der Halbebene 
«r>-l reguläre Punktion *,{s), welche durch die (aber alle in G, 
schlechthin darstellbaren Zahlen erstreckte) Summe 



definiert ist^), mit den Punktionen L^(s) in Verbindung zu bringen. 
Wir legen wieder die für u >■ 1 gültige Identität 

5.1W _ s 1 

, »• .L'i , zM 
A 

zn G-rnnde, (in der alle Zeichen dieselbe Bedeutung haben wie 
vorhin). Ferner benutzen wir die Q-leichung 

2" 

■welche für « >■ J^ gilt. 
Es werde jetzt 

gesetzt, wobei d in 2"^' ^^ durch Gy schlechthin darstellbaren 

d 
Potenzteiler von D durchlaufen soll. Die Summen 2'" sind für 

« :>■ absolut konvergent und für ff ^ d > gleichmäßig kon- 
vergent; ^,(s) iat daher für ff^J regulär und beschränkt. Fer- 
ner ist 

■«1,(1) + 0- 
Für ff 15* 1 ist nun 

,, a , , S.U(«)x(ö.)i 



1) S'^'zr '•** i*'^* ^^ andre Bedeutung als vorher; dasselbe gilt Ton den 
(gleich einzuführenden) Sammen 2"'-jF ^^^ 2j1I(") zC^v)- 
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wobei V in ^^ diejenigen tmter den Zaiilen 1, . . ., a dnicUänfi, für 

welche d m G^ schlechthin darstellbar ist. (Das Bestehen der 
G-leichong folgt ans der absolaten £ouvergenz der als Ffiktoreii 
anftretenden Smumen.) Die Snmme anf der rechten Seite konver- 
giert wiederum absolut. 

Da die Darstellungen (schlechthin) einer zu D teilerft^mäen 
Zahl alle in demselben Gj-eschlecht stattfinden, so ist m"n dann 
nnd nnr dann in einem Creschlecht darstellbar, wenn n darin dar- 
stellbar ist. Ist femer m" n darch das Geschlecht G^ darirtieUbar, 
80 ist m'*.d.n dann und nur dann in G, darstellbar, wenn d durch 
das Geschlecht Og dargestellt wird, für welches 

G„a^ = ff, 
ist. Es ist daher (für jedes m') 

S« b(«)«(s,)| 

gleich der Summe der Werte von % für die verschiedenen Ge- 
schlechter, durch welche w".rf.n dargestellt wird. 
Daraus folgt aber (för ff >■ 1) : 

G{s).KJs). n - — V^ = 2^- S zCt^J-S'^i-S^ 

= i x{öj.s""4 = i i(Gj*„w 

o = l m '^ a=l 

und hieraus durch Multiplikation mit xC^*) ""^^ Summation über 
die reellen Charaktere: 



Wie wir bereits gesehen haben, ist femer für tf>-.l 

~ 1 _. vgg 

•i-ii_lM Vew 
p', 

(bei geeigneter Nonniertmg der Qnadratwurzeln). 
Also ergibt sich für >- 1 

*-W = -~^-S'j(0.)ZjW-Vi;w. 
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Diese Darstellnng von *, entspricht vollkommen der früher ge- 
fundenen DareteUong von F,; denn hinsiclitlioli der in Betracht 

kommenden analytischen Eigenschaften ist \lG-(s) mit , and 

stm - 

K^{s) mit H^{s) äquivalent. B^{x) steht zu *„{s) in genau der- 
selben Beziehung wie A,{x) zu F,(s). "Wir erhalten daher wieder 
eine Abechätzung: 

Vloga; \log*a:/ 

worin C eine positive, von v anabhängige (also nur von D abhän- 
gige) Eonstante bedeutet. 

Femer läßt sich offenbar anch für die Anzahl B(x) aller 
schlechthin darstellbaren Zahlen <x eine Abschätzung: 

VIoga; \log*a:/ 
Somit ist der erste Teil nnsrer Behauptung als richtig er- 



\ v/log 3; flog ar) '' / 



§ 3. Die Fehlerabsdiätzong. 
Es kommt nun noch darauf an, zu zeigen, daß für die Anzahl 
Sr{x) der Ausnahmezahlen ^ a;, die zu einer nicht zweiseitigen 
Fuudamentalklasse H^ gehören, die Abschätzung 

S,{x) = i 

^ \'log3:(logar) ' 
(tmter der Bedingung < d-' -c 1) gültig ist '■). 

Wir verfahren wieder nach der bisher angewandten Methode, 
eine nicht negative, monotone Funktion von x, welche für x stets 
denselben "Wert hat wie für [x], als Eoefficientensnmme einer 
Sirichletschen Iteihe zu deuten. Dabei haben wir jetzt, wo es 
sich nur um eine Abschätzung nach oben handelt, den Vorteil, daß 
es genügt, diese Abschätzung für irgend eine Funktion Sy{x) zu 
beweisen, die für x^i stets ^S^{x) ist. 

Um nan zu einer Dirichletschen Heihe zu gelangen, deren 
Koefficientensumme eine Funktion Sy(x) (der angegebenen Art) ist, 

1) Wenn die Abscbätznng für irgend ein #' gilt, so gilt sie offenbiir auch 
Tiir jedes kleinere #'. 
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gehen wir von folgender Überlegnng ans : die Gesamtheit aller za 
J) teilerfremden, darstellbaren Primzahlen zerfällt in endlich viele 
Systeme, die bestimmt sind dareh die Klassen, in denen die Prim- 
zahlen darstellbar sind (das heißt: zwei Primzahlen gehören dann 
und nur dann za demselben System, wenn sie gemeinsam darch 
eine Klasse darstellbar sind). Wollen wir eine nmkehrbar einden- 
tige Beziehung zwischen Systemen and Klassen herstellen, bei der 
jedem System eine nnd nnr eine Klasse entspricht, so müssen wir 
von jedem Paar einander entgegengesetzter, nicht zweiseitdger 
Klassen eine Klasse aasscheiden. Wir nehmen an, dies sei ge- . 
scbehen, and bezeichnen die öbrigbleibendeo Klassen mit 

Hierbei ist K^ die Hanptklasse, £',,...,£], sind die zweisei- 
tigen Klassen, nnd E^^ bedeutet diejenige Fnndamentalfclaase, für 
welche die Aasnahmezahlen betrachtet werden. (Ans dem Klassen- 
Paar H,, H~' soll die Klasse H~' aasgeschieden sein.) Es ist 
1<:6 + 1<A-1. 

Jede za D teilerfremde Primzahl ist genaa darch eine der 
Klassen £",, ..., E^, darstellbar. Für a = 1, ...,b mögen die in 
Ka darstellbaren Primzahlen , der Größe nach geordnet, mit 
PaiiP"»'--- bezeichnet werden; die in H^ {= jSTh.,) darstellbaren 
(za D teilerfremden) Primzahlen seien p, , p, , . . .. 

Die aas Fotenzprodnkten der p^^ zusammengesetzten Zahlen 
(inklusive 1) mögen n„, , »„,, ... und entsprechend die aus den p^ 
ZQsammengesetzten Zahlen «, , w, , . . . genannt werden. 

fj , , . ., »■„ seien die verschiedenen in dem Grad a, der Funda- 
mentalblasse S, aufgehenden Primzahlen. Jede nicht za a, teiler- 
fremde Zahl ist durch mindestens eine dieser Zahlen r,, ..., ^„ 
teilbar. Daher ist jede Zahl n aus der Reihe der rta, welche 
keine der Primzahlen p^ genan in einer zu a, teilerfremden Potenz 
enthält, zerlegbar in der Form 



worin Vj , . , ., ]/„ irgend welche Indices bedeuten. (Diese Zerlegung 
ist übrigens im allgemeinen nicht eindeaiig.) 

Aus der Definition der Ansnahmezahlen ist nan ersichtlich, 
daß jede za H, gehörige Ausnahmezahl m sich folgendermaßen 
zerlegen läßt: 

Hierin ist d ein (schlechthin) darstellbarer Potenzteiler von B, 
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■m' eine zn D teilerfremde Zahl , deren Primfaktoren nicht dar- 
stellbar sind, ferner sind die Exponenten v,, ..., Vj zd a, teiler- 
fremd (sie branchen nicht von einander verschieden za sein), und 
0£^<Ä^-lÄo,-2^Ä-2. 
^Tin ist (gemä6 einer am Anfang des vorigen Paragraphen ge- 
machten Bemerkung) fnr tf>-l, a = 1, ...,& 
oo 1 CO 1 

und zwar konvergiert die Somme wie das Produkt (för tf ;:> 1) ab- 
solut. 

Für tf > i ist 

9 1 ^ >«' *« 

2 
Ferner, ist für a = !,...,» 

n.-V= i.^T. 



■ mid zwar gilt diese Gleichting für ff > i , weil fa S 2 ist. (Für 
tf :>} konvergiert die Stimme nnd das Produkt absolat.) 
Des weiteren ist 

CO 1 OD 1 f 1 1 

worin S 2 ~^ fiir ö >. ^ absolat konvergiert, dö die Summe 

2 ^s^ erstreckt über alle Primzahlen p und alle ganzen Zahlen 
p,mP 

»t >■ 1 in dieser Halbebene absolut konvergiert. Zur Abkürzung 
möge jene Summe mit (P(s) — 1) bezeichnet werden. 

SA 

ist für ff > 1 absolut konvergent. 

Außerdem ist die über alle Potenzteiler von D erstreckte 
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für ff >- abaolnt konvergent. 

Somit ergibt sicti, daß man in dem Aosämck: 



edweise aasmoltiplicieren darf. 
1 « / oo 1 \ 

a^& regulär nnd beschränk! 
bisher) — , nnd es folgt für ff : 
6 / oo 1 \ I <^ 1 1*- 



die Sommen gliedweise aasmnltiplicieren darf. 
Setzt man 

pI' 

80 ist Q(s) für a^& regulär nnd beschränkt — (# hat dieselbe 
Bedeatong wie bisher) — , nnd es folgt für ff >■ 1 

CD «(»). 



wobei 2 t ^°^ ff > 1 absolot konvergiert, wo ferner die g^ ganze 
Zahlen ä sind nnd für jede zn J7, gehörige Ausnahmezahl m 

ist, wie man ans der vorhin angegebenen Zerlegung der Ansnatime- 
zahlen ersieht. 

Setzen wir also 

i 9, = SM, 

w=l 
so ist (für a; Ä 0) 



in einer bestimmten Klasse K darsteUbareu, zn D teilerfremden 
Primzahlen dnrchlänft. Die Summe ist eine für ff >- 1 konver- 
gente Dirichletsche Eeihe, welche in ihrem Konvergenzbereich eine 
reguläre Fnnktion 9>,(s} definiert und die gliedweise düS'erentiiert 
werden darf, sodaß die Grleichnng besteht: 



'^yx(s) ^ ^. logP 
ds p P' 
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AndrerseitB ist, wie früher bewiesen, für ff >■ 1 

wobei 2 °^ör sämtliche Charaktere za erstrecken ist and h^ gleich 

z 
2h oder h zu setzen ist, je nachdem die Elaase K zweiseitig ist 
oder nicht. 

Die Fnnktion E{s) wird für tf>J durch eine Dirichletsche 
Eeihe 

mit reellen, nicht negativen Koefficienten (p,) dargestellt. (Daß 
der erste Koeföcient der Keihe gleich ist, folgt einerseits ans 
der früheren DarsteUang von ü(s), andrerseits läßt es sich direkt 

aas der betrachteten Grleichang entnehmen, da 2' — ^~ °^^ ^^^ 

L' 

Fanktionen ■— fUr e ^ oa den Limes haben.) 

Daraus folgt für ff >■ 1 

(£, ist eine Konstante. Der Integrationsweg soll ganz in der 
Halbebene ff > 1 verlaufen.) 

Da die Reihe V , - ■ — -s für ff >■ i konverffiert und 

j~^!-äO ist (für n = 2, 3 ...), so folgt, daß die Funktion Ii,{s) 

jeden&Us für a^& regulär und beschränkt ist. 
Es ist also 

•> '*" Z * Zi »'s z w 

(Dabei bedeutet C» eine Konstante. Mit log Lj, (s) soll hier 

D,:rizP.i:yCOOgIe 
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wie im folgenden derienige Logarithmas bezeichnet werden, der 
für reelles s > 1 reell ist.) 

Eine Umformnng der letzten Gläichang liefert: 



für tf>l. {Mit log ■■ ■■ ist derjenige Logarithmne gemeint, der 

für positives s > 1 reell ist.) 

Aus den analytischen Eigenschaften der Funktionen L^ folgt, 
daß Äj{5) rechts von der Kurve E und auf ihr regulär ist. 

Schneiden wir das Gebiet rechts von ffi längs der (von &■ 
nach 1 führenden) Strecke © auf, so ist in dem aufgeschnittenen 

Bereich (iö) log :r - regulär. Die Funktion qp,(s) läßt sich daher 

in dem ganzen Bereich SB als reguläre Funktion erklären, and 
zwar bleibt die Regulaiität auch am Hände von 9 bestehen, falls 
man bei der Strecke © zwei Ufer unterscheidet and den Punkt 
s = 1 ausnimmt, in welchem y, eine logarithmische Singularität 
besitzt. 

i;. 

L 
reich die Gleichang: 

Hierbei kann der Ijitegrationsweg von 2 nach s iüv jeden 
Punkt s = ff -i- (t in SB so gewählt werden, daß er zuerst von 2 
nach 2 + ti parallel zor Axe des Imaginären, dann von 2 + /i nach 
6 + ti parallel zur Axe des Reellen verläuft. (Für * ^ fällt 
das erste, für « = 2 das zweite Stück des Weges fort.) 

Nnn ist (für jedes x): 



ir 






. I log ij (2 + <i) - log ij (2) I S 2 log £,, 
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nach der früheren Bezeichnung.) 

B(,(s) ist in SB beschränkt. Da femer für |i|Se*, 

d, log* 1^1 

|^J|-«.log->l. 
also 

ist, so folgt, daß für diese Werte von ff, ( (die einen Teil von 33 
einschließlich zweier Stücke von S bestimmen): 

|y.(s)|<clog" |(| 
ist, wo c eine geeignet zn wählende Konstante bedeutet. 
(Es ist zu bedenken, daß die Grleichong 



'.(») = 



1 r'Kiv 



aach auf den beiden Stücken der Knrve ß gältig bleibt.) 
Non ist ferner 

= S cos (fi) (AT)) . Oog Lj. (s) - log L^ (2)), 
z 
wobei wie früher xi^) = e"** -^ gesetzt ist. 

Mithin ist in S and auf S der reelle Teil von ip^ 
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^i9.m = —•Zco8{a>(K)).(log\L^{s)\-log\L^m\) + mR>m 

{(o(K) ist reell and die Logarithmen sind reell za nehmen.) 

9l(y.(*))ÄxS{Ilog|£,{s)|| + |log|L,(2)||t+3fi(Ji,(8)). 

• z 
Qemäß den fiülier bewiesenen Abschätzongen von Lj. ist fSi 

U|>c*, 2>:g>l- ^ , ^I-tAtt 

-log(c,(logl(|)"'-')<log|Z,^(.)|<log(c,log|/j), 
|log|L^(s)!|<log(c,c,log"V|). 

(Denn c,, c, > 1 nnd «'-2 = —^ 1>0, log|*[>l.) 

Es ergibt aicli daher fUr \t\^e\ '2^ff^l ^-^ (da 

ja d, ^c, ist): 

SR{9?,(s)) < -^ x'Iog log I /! + C. <: e, log log |f]. 

(Mit c, nnd C, sollen von jetzt ab positive Konstanten bezeichnet 
werden.) 

Setzen wir nan K= E„, wo « einen der Indices 1, . . ., ft be- 
deutet, und entsprechend %, ^ h^, sodaß 

A. = ■ ■ = A„ = 2A, 
Ä^. = .-- = A, = A 

1 CO j 

ist, dann tritt an Stelle von y]' —r die Somme V, —r- . 
y P' «^1 P%. 

Für ff >■ 1 besteht femer die Grleichong 



worin Bais) für iJÄ* regulär und beschränkt ist. 
■AnSerdem gilt fär a >- 1 die Darstellung 
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■wo Ba eine auf der Kurve S und rechts davon reguläre Fonktion 
"bedeutet. 

(Dies folgt aas der vorhin bewieseneu Grleichnng 

Femer %lgt anf Qmnd der eben bewiesenen Ungleiohnngen für 

|<|Äe', 2si>al- —, 

<J,log"|(] 

Mi K — B„ ::» 1 ist 
and 



(Ä, ist für die nicht ambige Klasse fl, gleich h zu setzen.) 
Da P(s) für 0^* regulär and beschränkt ist, so ei^bt sich 
einerseits für tf > 1 

(«>,,(») + i'W)'- = (ylog~ + PW)'", 

worin P(s) eine anf @ nnd recbts von S reguläre Funktion ist, 
1 



andrerseits für | ( | ^ c*, 2 ^ ff ^ 1 — - 

iJ,log"|<| 

|»,_(s) + P(8)|"<i.log"'<'-'»]<|. 

Fassen wir alles zusammen, so finden wir zunächst (anter Be- 
nutzung der Grleichung (1)) folgende für tf >■ 1 bestehende Identität : 

°° a I ^ "S"'''^! — r+^«(*A /l 1 _ \*^ 

- TW. 
Dabei ist die Funktion 
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reohts von S and anf E regulär. Ferner ist 

i, J^ _ a , h + l-a 1 _ a 1 ( h-a \ 1 
«^1 A„ ~ 2A "^ A A ~ 2A ■•■ A l 2 ; -A 



(1 1 - \*^ 
-r-log j- + i'(s)) ist eine ganze rationale Funktion 

(A — 2) ten Grradea von log 1- , deren erster Koefficient eine po- 
sitive ZaU ist, während die übrigen Koefficienten Funktionell von 
s sind , welche sich auf (5 und rechts von ffi regulär verhalten. 

Diese ganze rationale Funktion werde mit J\ log- - v ) bezeiolmet. 
Setzt man alles ein, so erhält man 
. l 
(3) T{s) = m.t' "' "-' .J-(log^)- 

(Der Logarithmus ist dabei so normiert, daß er für reelles 
s > 1 reelle Werte hat.) 

Aus der Gleichung (3) ist ersichtlich, daß T{s) sich in 8 als 
reguläre Funktion erklären läßt nnd in den ßandpnnkten von S3, 
mit Ausnahme des Punktes 1, eine analytische Fortsetzung ge- 
stattet. 

Femer folgt aus (2), auf Grund der bewiesenen Ungleichungen 
und weil die Gleichungen 

im ganzen Bereich 8) wie aach anf S gültig bleiben, für \t\^^, 

2aoa:l —, — 

ci,log"|<i 

wobei ß eine positive Konstante bedeutet. 
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(c, kann für alle « (a = 1, ...,b) gleichmäßig gewählt werden. 
— Man beachte, daß Q(s) für 0>9- beechränkt ist.) 

Da non 2 "~7 ^^ ö > 1 absolut konvergiert and 
n= 1 " 



s,& 



■ Ä.W, 



ist, so läßt sich entsprechend wie im vorigen Paragraphen be- 
weisen, daß (flir x:>-l) 



w 



ist'); 






!»)* + 0(l) 



(r 






SvW 



(^M = S ?«l0g- 



denn da y < 1 ist, da femer auf dem Wege to die Funktionen 

"j-i ^(*) sowie die Koefficienten von J beschränkt sind und der 

Imagiuärteil von log ^ absolut ^re ist, so wird der Integrand 

— j- T{s) im Punkte 1 schwächer nneudlich als j-- M*'" ^^'^ 

dalier in den Punkt 1 hinein integrieren. 

Benicksichtigt man, daß der imaginäre Teil von 

auf dem oberen Ufer des Schnittes © gleich — %i, auf dem unteren 
gleich +311 ist, so ergibt sich durch Einsetzen des Ausdrucks 
von T{s) 

2.111 J^s- ^' 



Qi.^). 



rlog — 



• Jlog^ 






1) In hat dieselbe Bedeutung vie bisher. 
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